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————————————————————————————————–
————————————————————————————————–

1. Sia L : R3 !M2⇥2(R) l’applicazione definita da

L(x, y, z) =

✓
x x + y

x + y + z 0

◆
.

Provare che L è lineare e determinarne nucleo ed immagine.
————————————————————————————————–
Si ha

L[(x, y, z) + (x0, y0, z0)] =

= L(x+x0, y + y0, z + z0)

✓
x + x0 x + x0 + y + y0

x + x0 + y + y0 + z + z0 0

◆
= . . .

· · · = L(x, y, z) + L(x0, y0, z0).

Analogamente per la seconda proprietà, quindi L è lineare.

Im L = {
✓

x x + y
x + y + z 0

◆
| x, y, z 2 R} =

= {x
✓

1 1
1 0

◆
+ y

✓
0 1
1 0

◆
+ z

✓
0 0
1 0

◆
| x, y, z 2 R} =

=<

✓
1 1
1 0

◆
,

✓
0 1
1 0

◆
,

✓
0 0
1 0

◆
> .

Poichè le tre matrici sono evidentemente linearmente indipendenti inM2⇥2(R),
segue che dimImL = 3 e, per Grassmann, dimKerL = 0, quindi L è iniet-
tiva.

2. Considerati i piani

⇡ : x + y + 2z + 2 = 0, � : x + y + 2z � 10 = 0,

determinare la loro distanza ed il piano simmetrico di ⇡ rispetto a �.
————————————————————————————————–
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I piani sono paralleli, quindi per trovare la loro distanza basta prendere un
punto qualunque P 2 ⇡ ed applicare la formula d(P,�). Tale distanza risulta
pari a 2

p
6.

Il piano cercato è parallelo ai precedenti, quindi ha equazione x+y+2z+d = 0
e passa per un punto Q simmetrico di un punto R 2 ⇡ rispetto ad un punto
S 2 �. Per S(2, 2, 3) si ha Q(5, 3, 7). Risulta infine d = �22.

3. Discutere ed eventualmente risolvere il sistema lineare
8
<

:

x + y + kz = 2k � 1
x + ky + z = k
kz + y + z = 1

al variare del parametro reale k.
————————————————————————————————–
La matrice dei coe�cienti del sistema ha determinante che vale (k� 1)2(k +
2). Allora il sistema è di Cramer per ogni k 6= 1,�2 ed ammette un’unica
soluzione che si calcola nel modo solito.
Se k = 1 il rango comune alle due matrici è 2 ed il sistema ha insieme di
soluzioni di ”dimensione” 1. . . .
Per k = �2 non esistono soluzioni.
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