0.1 Complementi sulle Congruenze

Teorema 0.1.1. (Divisione Euclideo) Per ogni coppia di numeri interi a,b €
Z, b # 0 esistono interi q,r € Z tali che

a=qgb+r ed 0<r<]|b.
q ed r sono univocamente determinati.

q ¢ il quoziente della divisione di a per b ed r ¢ il resto della divisione.
Nel caso in cui r = 0 diremo che b divide a e scriveremo bla. Se b non
divide a, allora b1 a.

Dim. Possiamo supporre, senza restrizioni, che sia anche b # +1. Si
consideri l'insieme

R={a—nb|ne€Z, a—nb>0}.

Tale insieme € non vuoto, infatti: per a = n si ha a —nb = a(1 —b) # 0,
poiché a —ab = 0 fornirebbe b = 1. Analogamente, per a = —n si ottiene
a(1+b) # 0. Una delle due quantita deve essere maggiore di 0.
Essendo R un sottinsieme non vuoto di N, esso ammette minimo r.
Si ha quindi » = a — ¢b, p.q. q € Z, ed anche r < |b|. Se fosse infatti
s =1 —|b] >0, allora

|b]

s:a—qb—\b]:a—(q—l—F)bER,

che non e possibile. Supponiamo poi che sia contemporaneamente
a=qgb+r ed a=q¢b+r" con 0<rr <|b.
Allora r — " = (¢’ — q)b, quindi
r—r'| = ¢ — ql[b] < [b],

da cui |¢' — g| < 1. Deve essere |¢' — q| = 0. Segue ¢ = ¢’ ed anche r =1’
O



Teorema 0.1.2. (Identita di Bezout) Siano a,b € 7 numeri interi non nulli
tali che bt a e atb. Allora esistono x,y € Z tali che

M.C.D.(a,b) = za + yb.

Corollario 0.1.3. a,b € Z sono primi tra loro se e solo se esistono interi
x,y € Z tali che
1 =za+ yb.

Dim. Una impicazione ¢ ovvia. Viceversa, se vale 1 = xa + yb, suppo-
niamo d = MCD(a,b), allora a = a’d e b=10'd. Da

1=zdd+yb'd
segue d|1 e quindi d = 1.

Esempio 0.1.4. Calcoliamo il massimo comun divisore tra a = 66 ¢ b = 28
con un procedimento di divisioni successive che terminano al minimo resto
non nullo:

66 =2-284 10
28=2-10+8
10=1-842
Allora
2=10—-1-8=
=10-1-(28—2-10) =
=3-10—-1-28 =

—3.(66-2-28)—1-28=
=366+ (~7)-28
cosi M.C.D.(66,28) = 266 + y28 = 3 - 66 + (—7) - 28 = 2.

Nel seguito indicheremo con Z,, 1'anello commutativo con unita delle
classi di resto modulo un intero positivo n. Esplicitamente

Z, =A{[0],[1],[2],...,[n — 1]},
ove, per due interi a,b € 7Z, si intende

la| =l a=, b a—-b=kn, k€ Z.



Proposizione 0.1.5. Dati numeri interi a,b,c, m,n € Z,conm,n > 0, si ha:
l.a=s,bsat+c=,b+c, cioe [a|=[b=[a+c]=[b+]
2.a=,b& ac=, be, cioe  [a] = [b] = |ac] = [b]]

3. a=,bs am=,, bm
4. a=mb=a=,>b
S5.a=,b,a=,,,b& a=pcmmnm b
Dim. La prova delle cinque affermazioni segue dalla definizione di con-

gruenza (mod n) e si lascia al lettore come esercizio. O

Abbiamo gia notato che, ad es., in Zg esistono elementi non nulli che
moltiplicati tra loro danno come risultato lo zero: [2][3] = [0]. Elementi
di questo tipo in un anello si chiamano divisori dello zero. Se K e un
campo, esso non puo contenere divisori dello zero, infatti, se =,y € K,
con y # 0, tali che zy = 0, allora

r=xyy =0yt =0.

Proposizione 0.1.6. Una classe di resto non nulla [a] € Z,, & invertibile se e
solo se MCD(a,n) = 1.

Dim. Si ha che:
esiste [c] € Z, tale che [a] - [¢] = [1] &
S lad =[] ac—1=nk <
& 1=ac—nk< MCD(a,n) = 1.
Teorema 0.1.7. L’anello Z,, e un campo se e solo se n e un numero primo.

Dim. Se n ¢ primo allora ogni [a] # [0] in Z,, ¢ invertibile per la Propo-
sizione predente, infatti MC'D(a,n) = 1, essendo a < n.



Viceversa, sia Z, un campo. Se n non fosse primo si potrebbe scrivere
n=rscon (0 <r,s<n, allora

0] = [n] = [rs] = [rlls] con [r],[s] # [0],

ovvero Z,, conterrebbe divisori dello zero.

Ci poniamo ora il problema della risoluzione di una equazione della
forma
ax =, b.

Proposizione 0.1.8. L’equazione data ammette una soluzione se e solo se
M.C.D.(a,n)|b.

Dim. Infatti, se u € Z e tale che au =, b, allora
au —b=kn < b=au+ kn.

Allora ogni divisore comune di a e n divide anche b.
Viceversa, poniamo d = M.C.D.(a,n), possiamo quindi scrivere

a=dd, b=0UVd, n=nd
L’equazione di partenza si riscrive come
ddr =4 bd
e questa, per la Prop.1.5 equivale a
dr =, bV,

ed essendo M.C.D.(a’,n") = 1 sirisolve facilmente poiche [a] ¢ invertibile
in Z,: posto [c] = [@']7}, segue x =, b'c, cosi le soluzione dell’equazione
di partenza sono tutti gli interi della forma

x=0Uc+kn', per kelZ.



Esempio 0.1.9. Sia data l’equazione
6x =14 8.

Questa ¢ risolubile poiche M.C.D.(6,14) = 2, che divide 8. L’equazione
data equivale alla
3xr =7 4.

Si ha [5] = [3]7! in Z, allora
[x] = [4][5] = [20] = [6]

cosi
r=6+T7k, k€.

Consideriamo ora un sistema di equazioni del tipo
bll’ =n C1
byr =,, ¢

che pone il problema di trovare soluzioni comuni alle due congruenze.
Naturalmente queste devono essere entrambe risolubili, cioe si deve avere

Se
r=a;+kng e x=ay+kns

sono le soluzioni delle due equazioni, allora siamo alla ricerca di quegli

interi x tali che
r =p, 1
r =p, G2

quindi il primo sistema si riduce a quest’ultimo.
Supponiamo dapprima M.C.D.(ny,ny) = 1. Allora esistono interi y, z €
Z per cui

1 =yni + zns.



Moltiplicando entrambi i membri dell’'uguaglianza per as — a; si ottiene
as — (ag — ay)zng = ay + (ag — ay)yn;.
Se u e il valore comune dei due membri, segue allora
{ U =p, 0
U =g, Ao
e si e trovata una soluzione del sistema di partenza.
Tutte le altre soluzioni del sistema sono gli interi della forma
s=u+ knins, k € Z.
Infatti, se s e della forma sopra, allora
5 =pine U =S =g, U,

S =pin, U= S =p, U,

e, per la Prop. 1.5, anche
S Enl ay,

S =p, Q2.

Viceversa, se s e soluzione, si vede subito dalle relazioni precedenti che
5 =p, U,

S =npy U,
quindi I’asserto, ancora per la Prop. 1.5.

Esempio 0.1.10. Sia dato il sistema
{ T =19 3
T =93 4
Si ha M.C.D.(10,23) = 1 e I'dentita di Bezout
1=7-10+(-3)-23,
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quindi una soluzione é
u=ay — (ay —ay)zng =4 — (4 — 3)(—3)23 = 73,
mentre la soluzione generale si ottiene come
s =u+ kniny = 73 + k230,
per k € 7.
In generale si ha:
Teorema 0.1.11. /] sistema
{ T = 4y
T =g, G2
ammette soluzioni se e solo se M.C.D.(ny,ns) = d divide ay — ay.

Posto
d=1yni + zno,

una soluzione e
U= a; —Cczng, ove as— a; = cd,
mentre la soluzione generale e
s =u-+k-m.cm.(ny,ng).

Esempio 0.1.12. Sia dato il sistema

r =g 1
T =10 5
M.C.D.(8,10) =2e2|ay —a; =5 — 1. Quindi il sistema & risolubile.
Sihac=2,d=2,2=(—1)-8+1-10. Segue
u=295—2-10= —15.
Essendo m.c.m.(8,10) = 40, risulta

s = —15 + 40k.



