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Capitolo 1

ELEMENTI DI TEORIA DELLE
CATEGORIE

1.1  Categorie, Funtori e trasformazioni Naturali.

Definizione 1.1.1. Una categoria C ¢ indiwviduata dai sequenti dati:
e una classe di oggetti denotata Ob C oppure |C]|,
e per ogni coppia di oggetti X,Y € |C|, un insieme Hom¢(X,Y), anche

denotato semplicemente Hom(X,Y") quando la categoria C sia sottintesa,
i cui elementi sono i morfismi di C di dominio X e codominio Y, scritti

fixovy, xLy.
sottoposti alle sequenti richieste:
o V XY, Z € |C| ¢ assegnata una funzione
Hom(X,Y) x Hom(Y, Z) — Hom(X,Z), (f,g9)—gof
detta composizione,
e la composizione di morfismi € associativa,

1



2 CAPITOLO 1. ELEMENTI DI TEORIA DELLE CATEGORIE

e VX e|C|d1lx:X — X con la proprieta che, se f: X =Y, allora
lyof=/, folx =1/

1x ¢ il morfismo identico o [identita di X.

Una categoria C si dice piccola se |C| ¢ un insieme.

* %% Sara il caso di notare che nella Teoria degli Insiemi in uso comune & necessario operare una
distinzione tra ”insiemi” e ”classi” al fine di evitare inconvenienti logici (vedi Paradosso di Russel...).
1

La totalita di tutti gli insiemi non puo essere considerata un insieme, bens; una classe.

L’opposta o duale di una categoria C ¢ la categoria C? avente gli stessi
oggetti di C e morfismi definiti da Homeer (X,Y) = Home (Y, X). In altre
parole si passa da C a C° semplicemente invertendo il verso dei morfismi.
Come verificheremo in seguito, ogni affermazione/proposizione concernente
una categoria C d? luogo ad una affermazione/proposizione duale, quella for-
mulata in C°?. Questo ¢ il Principio di Dualita per la Teoria delle Categorie.

Una categoria K ¢ una sottocategoria di C se
K| C |C] e Homk(X,Y)C HomcC(X,Y),

V X,Y € |K|. Ne caso in cui Homg (X,Y) = HomcC(X,Y), si dice che K ¢
una sottocategoria piena di C.

In seguito scriveremo semplicemente X € C invece che X € |C| per
indicare un oggetto X della categoria C.

Esempi 1.1.2.

(1) La categoria Set con oggetti tutti gli insiemi e morfismi le applicazioni
tra di essi. La categoria Set; con oggetti tutti gli insiemi finiti e loro
applicazioni € una sottocategoria piena di Set.

(2) Le categorie Gr,Rng, Fld con oggetti, rispettivamente, tutti i gruppi,
tutti gli anelli, tutti i campi e morfismi i loro relativi omomorfismi. La
categoria Ab dei gruppi abeliani ¢ una sottocategoria piena di Gr. In
generale ogni struttura algebrica con i propri omomorfismi definisce la
corrispondente categoria.
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La categoria Vecty, con oggetti gli spazi vettoriali sul campo K e
morfismi le loro applicazioni lineari.

La categoria Met degli spazi metrici e loro funzioni continue. La catego-
ria iMet degli spazi metrici e morfismi le isometrie ¢ una sottocategoria
non piena di Met.

Ogni monoide & una categoria con un solo oggetto.

Un insieme preordinato o un preordine (S, <) ¢ un insieme dotato di una
relazione ”<” riflessiva e transitiva. Ogni preordine si puo considerare
come categoria piccola con oggetti gli elementi di S e morfismi definiti
da

S(z,y) 0 < x <y.

Pos ¢ la categoria con oggetti gli insiemi parzialmente ordinati e morfismi
le funzioni monotone.

Rel, categoria delle relazioni, ha oggetti tutti gli insiemi, mentre un
morfismo f : A — B & una relazione binaria f C Ax B. La composizione
¢ I'usuale composizione di relazioni.

Sia N I'insieme dei numeri naturali e sia K un campo. La categoria N
ha oggetti tutti i numeri naturali mentre un morfismo M : m — n € una
matrice m x n su K. La composizione di morfismi & la moltiplicazione
"righe per colonne”.

Sia C una categoria e supponiamo che sia data una relazione di equiva-
lenza ”~" per i morfismi di C, in modo tale che:

1. se f ~ g, allora f e g hanno lo stesso dominio e codominio,

2.s8e f~g: X >Yeh:U — X, k:Y — V, allora risulta
foh~goh e kof~go f (cioe la relazione ¢ compositiva),

allora si ottiene una categoria C/ ~ con gli stessi oggeti di C e morfismi
le classi di equivalenza di morfismi di C.
C/ ~ ¢ la categoria quoziente di C rispetto alla relazione considerata.
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Definizioni 1.1.3. Sia f: X — Y un morfismo in C. Si dice che:

e f ¢ un monomorfismo se, per ogni u,v : Z — X tali che fou= fouw

risulta u = v.

f é una sezione se esiste g: Y — X con go f =1idx.

f € un epimorfismo se, per ogni u,v : Y — Z tali che uo f =vo f
risulta u = v.

f € una retrazione se esiste h: Y — X con foh =idy.

f € un bimorfismo se ¢ contemporaneamente mono ed epi.

f ¢ un isomorfismo se esiste f~1 : Y — X tale che f~'o f = idx et
foft=idy.
f € un monomorfismo estremale (monoestremale) se & un monomor-

fismo e per ogni fattorizzazione f = moe con e un epimorfismo, seque
che e é un isomorfismo.

f € un epimorfismo estremale (epiestremale) se é un epimorfismo e
per ogni fattorizzazione f = moe con m un monomorfismo, seque che
m & un isomorfismo.

E chiaro che ogni sezione € un monomorfismo e che ogni retrazione ¢ un epi-
morfismo. In Set, Gr Vectk vale anche il viceversa. In Rng l'inclusione
7Z — Q & un epimorfismo. In Pos considerati gli insiemi parzialmente ordinati
A ={a,b<c}, B={1 <2< 3}, lacorrispondenza a + 1, b+ 2, ¢+ 3
fornisce un bimorfismo che non € un isomorfismo.

Proposizione 1.1.4.

1
2
3
4

epiestremale + monomorfismo = isomorfismo
monoestremale + epimorfismo = isomorfismo

(1)
(2)
(3) un epimorfismo invertibile a sinistra é un isomorfismo

(4) un monomorfismo invertibile a destra é un isomorfismo

Dim.

(1) Sia f un epiestremale ed un monomorfismo, allora dalla fattorizzazione
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f =ido f segue che f deve essere un isomorfismo. Analogamente per la (2).
(4) Sia f un monomorfismo per cui esiste g tale che f o g =id. Allora:

foid=ido f=(fog)of=fol(golf)
da cui g o f = id. Analogamente per la (3). O

Definizione 1.1.5. Sia A una classe di morfismi della categoria C.

(1) Se A é costituita da monomorfismi, un A-sottoggetto diY € C ¢ un
morfismom: X —Y conm € A.

(2) Se A é costituita da epimorfismi, un A-oggetto quoziente di X € C
e un morfismo q: X —Y con g € A.

(3) La categoria C si dice A-well-powered, risp. A-cowell-powered se
gli A-sottoggetti, risp. gli A-oggetti quoziente, di un qualunque oggetto
di C, costituiscono un insieme, a meno di isomorfismi.

Per esempio, due A-sottoggettim : U - X edn:V — X di X € C, si
diranno isomorfi se esiste un isomorfismo ¢ : U — V tale che not = m.

U

t

X

TR
/

Definizione 1.1.6. Siano C e D sono due categorie. Un funtore (cova-
riante)

v

F:C—-D

e una funzione dalla classe di oggetti di C alla classe di oggetti di D tale che,
per ogni X, Y € C, ¢ definita una applicazione

Fxy :Home(X,Y) — Homp (F(X), F(Y)),

che manda un morfismo f : X =Y di C in un morfismo F(f) : F(X) — F(Y)
di D e rispetta la composizione e le identita , cioé:
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e F(go f)=F(g)oF(f)
o F(lx) = Llex)-

Esempi 1.1.7.

(1)

(2)

Per ogni categoria C ¢ dato il funtore identico 1¢ : C — C che manda
ogni oggetto ed ogni morfismo di C in se stessi.

Se K ¢ sottocategoria di C, allora c’e un evidente funtore di inclusione
K—C.

Se C denota una delle categorie dei primi quattro esempi di 1.1.2, esiste
un funtore dimenticante D : C — Set, cioe il funtore che dimentica la
struttura e fornisce I'insieme e I'applicazione sostegno.

Se S & un insieme, si puo costruire il gruppo libero < S > generato da
S. Si ottiene un funtore < — >: Set — Gr.

Se P(X) denota 'insieme delle parti dell’insieme X, allora si ottiene un
funtore

P* . Set — Set

ponendo X +— P(X) e, per una funzione f : X — Y, P*(f) : P(X) —
P(Y), ove P*(f)(U) = f(U), UCX.

Sia G un gruppo e sia [G : G] il sottogruppo dei commutatori. Il
gruppo quoziente a(G) = G/[G : G] si dice abelianizzazione di G.
L’abelianizzazione ¢ un funtore o : Gr — Ab.

Un esempio fondamentale di funtore & il seguente: sia C una categoria e
sia X € C. L’ Hom-funtore covariante rappresentato dall’oggetto X
e il funtore

Hom(X,—): C — Set
definito da:
- Hom(X, —)(Y) = Hom(X,Y), per ogni Y € C,
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-se f:Y — Z & un morfismo di C, si pone
Hom(X, f) = Hom(X, —)(f) = Hom(X,Y) — Hom(X, Z)
Papplicazione Hom(X, f)(g: X - Y)=fog: X — Z.

Si usa scrivere, per semplicita , Hom(X, f) = fo (—) = f*.

Se F:C —DeG:D — E sono due funtori allora si puo considerare la
loro composizione, cioe il funtore

GoF:C—=E, X~ GF(X)), [~ G(F(f).
Tale composizione ¢ associativa e si ha sempre
lpoF=F, Folcs=F.
Un funtore contravariante F : C — D e un funtore covariante verso la
categoria opposta F : C — DP,

(1) Un esempio ¢ 'Hom-funtore contravariante rappresentato dall’ogget-
to X, cioe il funtore

Hom(—, X) : C — Set

definito da:
- Hom(—, X)(Y) = Hom(Y, X), per ogni Y € C,

-se f:Y — Z & un morfismo di C, si pone
Hom(f, X) = Hom(—, X)(f) = Hom(Z, X) — Hom(Y, X)

Papplicazione Hom(f, X)(g: Z - X)=fog: X — Z.
Si usa scrivere, per semplicita , Hom(f, X) = fo (=) = f..

(2) Se V € Vectg, lo spazio duale V* = Hom(V, K) definisce un endofun-
tore
(—=)*: Vectg — Vectg, Vi— V™
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Un funtore F : C — D si dice pieno, risp. fedele, a seconda che le funzioni
Fxy : Hom(X,Y) — Hom(F(X),F(Y)), siano suriettive, risp, iniettive. Un
funtore che sia contemporaneamente pieno e fedele si dice pienamente fedele.
Se K & sottocategoria di C, il funtore di inclusione K — C & pienamente fedele
se e solo se K e sottocategoria piena.

Una categoria concreta e una categoria munita di un funtore fedele verso la
categoria degli insiemi.

Definizione 1.1.8. Dati funtori F,G: C — D, una trasformazione natu-
rale

7:F=G

consiste di una classe di morfismsi {tx : F(X) — G(X) | X € C} di D, che ¢
naturale nel senso che ogni morfismo f : X — Y in C induce un diagramma
commutativo

F(X) LTSS
F(P) 6()
FY) )

T sard un isomorfismo naturale quando ogni Tx € un isomorfismo in D.
La trasformazione naturale identica id : F = F & data, ad ogni livello, da 1¢ x).

Le trasformazion naturali possono essere composte in due modi:
e se F,G, H: A — B sono funtori (della stessa varianza) e 7: F = G, o :

G = H sono trasformazion naturali, allora ¢ o7 : F = H & la trasformazione
naturale che e definita, ad ogni livello X € A, da

(coT)x =0x oTx,

F F
AWG .B = A | ooT B
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e siano F,G: A — B and H,K : B — C due coppie di funtori e siuano
7:F =G, 0:H = K due trasformazion naturali. Si osservi che, per ogni
X € A, c’e un diagramma commutativo

H(7x)
(Ho F)(X) ~ (Ho G)(X)
OF(X) 96(X)
(K o F)(X) K (KeG)(x)

e poniamo px = K(7x) o 0rx) = 0g(x) 0 H(x). Allora p = {ux : X € C}
risulta essere una trasformazione naturale p: HoF = Ko G. pu = o %71 si
chiama lo star product di 7 e o.

F H HoF

s N N Y

A 47 B Jo C = A Joxt C

\ VAN ) N J
G K KoG

Entrambi i tipi di composizione di trasformazion naturali sono associative.
Esiste una interchange law per tali composizioni che € espressa dalla formula

(vop)x(noe)=(v+n)o(u*e

e rappresentata come segue

F H HoF
s N N NI
(vop)x(noe)
° | noe ° Jrvop e = o ' °

_ J M \ J
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(vxn)o(pxe)=(vou)*(noe).
Allora si possono considerare le composizioni TH: FoH = GoH: A - D e
Kr:KoF = KoG:C — E. Ad esempio, (TH), = 74, A € A.
Set:F = G:C — D & un isomorfismo naturale e, per ogni X € C,
ox : G(X) — F(X) ¢ l'isomorfismo inverso di Ty, allora si ottiene una trasfor-
mazione naturale 0 = (0x)x ¢ ¢ : G = F tale che le composizioni coT e To0
sono le trasformazioni identiche. ¢ € la trasformazione naturale inversa

di 7. Essa & univocamente determinata e si denota 7 !.

Da notare che le medesime definizioni e considerazioni si possono dare in
generale per funtori della stessa varianza, ovvero, quanto visto sopra vale anche
se i funtori coinvolti sono tutti contravarianti.

e Sia f : X — Y un morfismo della categoria C. Allora f induce una
trasformazione naturale tra gli Hom-funtori covarianti

f*:Hom(Y,—) = Hom(X, —)
definita come segue : per ogni Z € C, la funzione
[, : Hom(Y, Z) = Hom(X, Z)

manda un morfismo v : Y — Z nella composizione uo f : X — Z. Si
deve solo verificare che per ogni altro morfismo ¢t : Z — W di C ¢’¢ un
diagramma commutativo

Hom(Y, Z) L ~ Hom(X, Z)
Hom(Y, t) Hom(X,t)
Hom(Y, W) I > Hom(X, W)

e Sia f : X — Y un morfismo della categoria C. Allora f induce una
trasformazione naturale tra gli Hom-funtori contravarianti

f« : Hom(—, X) = Hom(—,Y)
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definita come segue : per ogni Z € C, la funzione
f+, :Hom(Z, X) = Hom(Z,Y)

manda un morfismo v : Z — X nella composizione fov:Z — Y. Si
deve solo verificare che per ogni altro morfismo ¢t : Z — W di C ¢’¢ un
diagramma commutativo

Hom(Z, X) oz - Hom(Z,Y)
Hom(t, X) Hom(¢,Y)
Hom (W, X) ; ~ Hom(W, Y)

Esempi 1.1.9.

(1) Sia P. : Set — Set il funtore che assegna ad ogni insieme X il suo
insieme delle parti P(X) e che ad ogni funzione f : X — Y assegna la
funzione

Pu(f): P(Y) = P(X), Puf)(B)=f1(B), YBCY.

Denotiamo con 2 l'insieme {0, 1}.
Esiste un isomorfismo naturale 7 : P, = Hom(—, 2). Per ogni X € Set,

basta definire
7x : P(X) - Hom(X, 2)

in modo che 7x (A) sia la funzione caratteristica del sottinsieme A C X.
(2) Per un fissato insieme S consideriamo i funtori
(=) xS :Set —Set, X+— X xS, fr fxlg,

Hom(S, —) : Set — Set.

Componendo si ottiene

((=) x S) o Hom(S, —) : Set — Set, X — Hom(S,X) xS =X"xS.
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Possiamo definire una trasformazione naturale
7:((—) x S)oHom(S, —) = 1get

ponendo, per ogni insieme X, 7x : X° x S — X la funzione definita da
(f,s) — f(s) (funzione di valutazione).

(3) Sia D : Gr — Set il funtore dimenticante. Per ogni G € Gr si ha che
esiste una biiezione canonica v : D(G) — Gr(Z,G) (un omomorfismo
di gruppi f : Z — G & completamente determinato da f(1) € G). Si
ottiene un isomorfismo naturale v : D = Gr(Z, —).

(4) Sia D : Vectx — Set il funtore dimenticante. Anche in questo caso
c’¢ una biiezione canonica 7y : D(V) — Vectg (K,V) (una funzione
continua lineare L : K — V & completamente determinata da L(1) € V).
Si ottiene allora un isomorfismo naturale 7 : D = Vectx (K, —).

(5) si consideri il funtore identico 1g., : Set — Set. Per ogni S € Set c’¢
una biiezione canonica og : S — Hom(%,.S). Si ottiene un isomorfismo
naturale o : 1g,, = Hom(x*, —).

(6) Sia Vect?l la sottocategoria piena di Vecty costituita dagli spazi di
dimensione finita con una base fissata. Consideriamo il funtore

¢ : Vect!d = Ni, ¢(V) =dim V, ¢(L:V — W) = M(L).

(7) Sia F: Gr — Gr il funtore del sottogruppo dei commutatori, cioe, per
ogni G € Gr, F(G)=[G:G], F(f : G — G') =|[f: f]. Otteniamo una
trasformazione naturale o : F' = 1g, illustrata da

oG
G:G) -G

[f: /] f

(e@¥el -G

(el

ove i morfismi orizzontali sono gli omomorfismi di inclusione.
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(8) Sia @ : Gr — Ab il funtore di abelianizzazione e sia I : Ab — Gr il
funtore di immersione. Si ha una trasformazione naturale 7 : 1g, = [oF
illustrata da

TG
G ~G/[G: G
f a(f)
G’ GG G
TG

ove i morfismi orizzontali sono le proiezioni sul quoziente.

(9) Siano D : Gr — Set il funtore dimenticante e < — >: Set — Gr il fun-
tore di gruppo libero. Anche in questo caso il diagramma commutativo

TS
S D(< S >)
f D(< f>)
T . “D(< T >)

con i morfismi orizzontali le funzioni di inclusione, fornisce una trasfor-
mazione naturale 7 : 1goy = Do < — > .

(10) Con le stesse notazioni dell’esempio precedente si provi che esiste una
trasformnazione naturale o : Do < — > = 1g,.
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1.2 Funtori rappresentabili e Lemma di Yoneda.

Sia C una categoria assegnata e siano X,Y € C. Abbiamo visto che ogni
morfismo f: X — Y in C induce una trasformazione naturale

f*:Hom(Y,—) = Hom(X, —)
tra gli Hom-funtori (covarianti) rappresentati dai due oggetti. Si ha:

Proposizione 1.2.1. f* ¢ un isomorfismo naturale se e solo se f ¢ un
isomorfismo di C.

Dim. ¢ chiaro che se f & un isomorfismo allora la trasformazione naturale
—_1%* N . .

f~Y :Hom(X, —) = Hom(Y, —) & l'inversa di f*.

Viceversa, sia f* un isomorfismo naturale. Per ogni Z € C si ha una biiezione

f, : Hom(Y, Z) — Hom(X, Z),

in particolare ¢ una biiezione la funzione f7 : Hom(Y,X) — Hom(X, X).
Allora c¢’¢ un unico morfismo g : Y — X tale che go f = 1x. Consideriamo
poi che

fo s HomC(Y,Y) — Hom(X,Y)

€ una biiezione e che
fi(fog)=(foglof=folgof)=folx=[f=f (ly).

Finalmente fog=1y. O

Definizione 1.2.2. Un funtore F : C — Set si dice rappresentabile se
esiste un oggetto X di C ed un isomorfismo naturale 7 : F = Hom(X, —). In
tal caso diciamo che la coppia (X,T) € una rappresentazione di F.

Teorema 1.2.3. (Lemma di Yoneda). Sia F: C — Set un funtore (covarian-
te) e sia X € C. Esiste una biiezione tra l'insieme Nat(Hom(X, —),F) delle
trasformazioni naturali Hom(X, —) = F e linsieme F(X):

y: Nat(Hom(X,—),F) — F(X) .
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Dim. Se 7 : Hom(X, —) = F, poniamo = = 7x(lx) e definiamo y(7) = =z.
Notiamo che dal diagramma commutativo

TX
Hom(X, X) - F(X)
Hom(X, f) F(/)
Hom(X,Y) ~ - F(Y)

si ottiene che, per ogni f: X — Y in C, risulta v (f) = F(f)(z).
Se ora z € F(X) & un qualunque elemento fissato, costruiamo la funzione

oy : Hom(X,Y) = F(Y), oy(f) =F(f)(x).

(0y)y e ¢ € una trasformazione naturale Hom(X, —) = F, infatti per h : ¥ —
Z in C si ha

(%%
Hom(X,Y) - F(Y)
Hom(X, h) F(h)
Hom(X, Z) oy ~F(2)

& commutativo poiche

(F(h) 0 ay)(f) = (F(h) o F(f))(x)
mentre
(02(f) o Hom(X, h))(z) = F(ho f)(z).
E questa ¢ 'unica trasformazione naturale tale che z = ox(1x). O

Come corollario del Lemma di Yoneda si ottiene subito la seguente afferma-
zione

e Se X, Y sono due oggetti della categoria C, allora c¢’é una biiezione
y : Nat(Hom(X, —), Hom(Y, —)) — Hom(Y, X) .

In particolare Nat(Hom (X, —), Hom(Y,—)) é un insieme.



16  CAPITOLO 1. ELEMENTI DI TEORIA DELLE CATEGORIE

e Se (X,7) ed (Y,0) sono due rappresentazioni per F, allora esiste un
unico isomorfismo f : X — 'Y tale che

o
F / f* ffoo=r1.

T

Hom(X, —)

Hom(Y, )

Ad esempio, la composizione o o 771 : Hom(X, —) = Hom(Y,—) & un
isomorfismo naturale, pertanto é indotto da un isomorfismo f: X — Y.

1.2.1 L’immersione di Yoneda.

Se C & una categoria arbitraria e possibile costruire la (meta-)categoria [C, Set]
i cui oggetti sono i funtori covarianti C — Set ed i cui morfismi sono le loro
trasformazioni naturali, cioe Homc seq (F, G) = Nat(F,G).

Il funtore contravariante

Y:C = [C, Set],

definito da Y(X) = Hom(X,—) e Y(f) = f* & iniettivo sugli oggetti e pie-
namente fedele, per quanto sopra. Esso prende il nome di immersione di
Yoneda (contravariante).

k 3k ok
In generale Nat(F,G) non & un insieme ma una classe propria, pertanto [C, Set] non & una categoria
secondo la definizione che abbiamo dato. Per ovviare inconvenienti logici di tale tipo ¢ stato accettato
un ulteriore assioma per la Teoria degli Insiemi. Si tratta del cosiddetto Assioma dell’Universo.
Senza entrare in dettaglio diciamo che se A & una classe propria in un dato universo U allora esiste
un universo superiore U’, contenente cio¢ U, in cui A ¢ un insieme. Questo ¢ il significato della
parola "meta-categoria”. Per considerare [C, Set] una categoria secondo la definizione, & necessario

accedere ad un universo superiore.

Tutta la teoria che abbiamo svolto per gli Hom-funtori covarianti si puo
ripetere in maniera analoga per Hom-funtori contravarianti:
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Siano X,Y € C. Ogni morfismo f : X — Y in C induce una trasforma-

zione naturale
f« : Hom(—, X) = Hom(—,Y)

tra gli Hom-funtori (contravarianti) rappresentati dai due oggetti. Si ha:

o f. ¢ un isomorfismo naturale se e solo se f ¢ un isomorfismo di C.

Definizione 1.2.4. Un funtore contravariante F : C — Set si dice rappre-
sentabile se esiste un oggetto X di C ed un isomorfismo naturale T : F =
Hom(—, X). In tal caso diciamo che la coppia (X, T) é una rappresentazione
di F.

e Se (X,7) ed (Y,0) sono due rappresentazioni per F, allora esiste un
unico isomorfismo f : X — Y tale che

- _, Hom(—, X)
— / f
F 8 LOT =0 .
U\H (—Y)

Questo fatto e corollario immediato del seguente

Teorema 1.2.5. Lemma di Yoneda (Covariante). Sia F: C — Set un funtore
contravariante e sia X € C. FEsiste una biiezione tra l’insieme Nat(Hom(—, X), F)
delle trasformazioni naturali Hom(—, X) = F e l’insieme F(X):

y: Nat(Hom(—, X),F) — F(X) .
Si ottiene subito anche la seguente affermazione :
e Se X,Y sono due oggetti della categoria C, allora c’¢ una biiezione
y : Nat(Hom(—, X),Hom(—,Y)) — Hom(X,Y) .

In particolare Nat(Hom(—, X),Hom(—,Y")) ¢ un insieme.
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Se C ¢ una categoria arbitraria ¢ possibile costruire la (meta-)categoria
[C, Set]" i cui oggetti sono i funtori contravarianti C — Set ed i cui morfismi
sono le loro trasformazioni naturali, cioe Homic,set)/(F, G) = Nat(F,G).

Il funtore covariante
V' :C — [C,Set],

definito da Y'(X) = Hom(—, X) e V'(f) = f« ¢ iniettivo sugli oggetti e pie-
namente fedele, per quanto sopra. Esso prende il nome di immersione di
Yoneda (covariante).

1.2.2 Equivalenze di Categorie.

Proposizione 1.2.6. Sia F : C — D. Allora F conserva gli isomorfismi. Se
F ¢é pienamente fedele, allora riflette gli isomorfismi.

Dim. Se f: X — Y & un isomorfismo in C con inverso f~!: Y — X, allora
da fof'=1xed f~' o f = 1y segue che F(f) & un isomorfismo in D con
F(A)™ =F( ).

Sia poi g : F(X) — F(Y) un isomorfismo in D con inverso g~! : F(Y) — F(X).
Poiche F & pieno, allora g = F(f) e g7 = F(f'). Daglog = IEx) ©

gog ' = 1|:(Y), essendo F fedele segue f'o f = 1x e fo f/ = 1y. Quindi

f=r 0

Un funtore F : C — D e un isomorfismo di categorie se esiste un altro
funtore G : D — C tale che GoF = 1¢ et FoG = 1. In generale il concetto di
isomorfismo di categorie e ritenuto molto rigido e poco frequente, pertanto si
preferisce usare una nozione pi? debole e certamente pi? interessante, quella
di equivalenza di categorie.

Definizione 1.2.7. Un funtore F : C — D ¢é una equivalenza di categorie se
esiste un altro funtore G : D — C con isomorfismi naturali

n:1lc=GoF, v:1p=FoG.
Teorema 1.2.8. F: C — D ¢ una equivalenza di categorie se e solo se :

e F ¢ pienamente fedele,
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e F ¢ denso (o, essenzialmente suriettivo), cioé, per ogni Y € D, esiste
un X € C con Y 2 F(X).

Dim. Supponiamo F pienamente fedele e denso. Per ogni Y € D scegliamo
un unico G(Y) € C ed un unico isomorfismo vy : Y — F(G(Y)).

Se g : Y — Y’ ¢ un qualunque morfismo in D, consideriamo il quadrato
commutativo

Y o F(G(Y))
] \ ogors!
Y/ Vyr F(G(Y/))

Essendo F pienamente fedele, esiste un unico f : G(Y) — G(Y”) tale che
F(f) = vyr o govy'. Ponendo G(g) = f si ottiene un funzione ben definita

G: Mor(D) — Mor(C).

Proviamo che G & un funtore D — C.

Per ogni Y € D si consideri 1y : Y — Y. Allora esiste un unica f : G(Y) —
G(Y) tale che F(f) =vyrolpo 1/;1 = lr(vy), Pertanto deve essere f = lgy,.
Siano ora

g h
Y - YI . Y//
e consideriamo
1%
Y ——— F(G(Y))
-1
g Vyr 0 govy
Y Y
/ > !
v T F(G(Y)
h vynoho y;,l
Y Y
1 "
Y RGO

Poiche
1 —1\ —1
(vynohowy;)o(vyrogovy ) =vynohogouy
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segue che G(g o f) = G(g) o G(f).
Si verifica poi facilmente che (vy)y ¢ p : 1p = FoG & un isomorfismo naturale.
D’altra parte, per ogni X € C si ha un isomorfismo

e, ¢ FX) = F(G(F(X)),
allora c’¢ un unico isomorfismo
nx : X — G(F(X))
tale che F(nx) = vp(x). Anche ora & facile verificare che
(nx)xecc:lc=GoF

& un isomorfismo naturale.
Viceversa, assumiamo che F sia una equivalenza. Allora

- F & fedele. Supponiamo che f,g € Hom(X, X’) siano tali che F(f) =
F(g). Si ha

fovx =vxoF(f) =vx oF(g) =govx,

quindi f =g.
Notiamo che, con metodo analogo, si prova che anche G e fedele.

- F ¢ pieno. Se h € Hom(F(X),F(X")), il morfismo
f=nyoGh)onx: X — X'

rende commutativi entrambi i diagrammi

nx nx
X G(F(X)) X G(F(X))
f lG(h) f lG(F(f))
X'~ G(F(X) Y G(F(Y)

quindi, da G(h) o nx = G(F(f)) o nx, essendo nx un isomorfismo, segue
G(h) = G(F(f)). Poiche G & fedele si ottiene h = F(f) e, insieme al fatto
che vp : F(G(D)) — D & un isomorfismo, per ogni D € D, si completa
la dimostrazione.
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1.2.3 Gruppoidi.

Un gruppoide € una categoria piccola i cui morfismi sono tutti invertibili,
cioe isomorfismi.

Il concetto di gruppoide generalizza quello di gruppo, infatti un gruppo & un
gruppoide con un solo oggetto: sia G il gruppo, il gruppoide che si ottiene e
quello i cui morfismi sono gli elementi di G, la composizione € la moltiplicazione
di G.

Se G & un gruppoide e z € G, denotiamo con

[z] = {y € G | Homg(z,y) # 0}

la componente di x. Le componenti costituiscono una partizione dell’insieme
G.

Per ogni x € G, I'insieme Homg (z, ) € un gruppo rispetto alla composizione
di morfismi, detto gruppo di Poincarre.

Proposizione 1.2.9. Se x,y € G e [z] = [y], allora i due gruppi Homg(x, )
e Homg(y,y) sono isomorfi.

Dim. Esiste un morfismo « : z — y in G, allora 'isomorfismo ¢ dato da

o : Homg(z,z) — Homg(y,y), u— uoaou?

Denoteremo con Gpd la categoria con oggetti i gruppoidi e morfismi i loro
funtori. Gli isomorfismi di Gpd sono gli isomorfismi naturali.
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Esempi 1.2.10.

(1)

La categoria Vectﬁfl degli spazi vettoriali de dimensione finita sul campo
K, con base fissata, ¢ equivalente alla categoria delle matrici Ng. 1l
funtore dim : Vectx — N che associa ad ogni spazio vettoriale la sua
dimensione e ad ogni funzione lineare L : (V,B) — (W,B’) la matrice
M§ (L) & una equivalenza.

Il funtore di spazio duale D : Vectx — Vectk, D(V) = V* & una
equi-valenza, non un isomorfismo, infatti V = V** ma V # V**.

Sia (S, <) un preordine, considerato come categoria piccola. Definiamo
la relazione
z~ys <y e y<al.

Posto S = S/~ e [z] < [y] & = < y, si ha che (S,<) e un insieme
parzialmente ordinato. La funzione quoziente Pg : S — S & un funtore,
essendo monotona, e realizza una equivalenza. Allora ogni preordine &
equivalente (come categoria) ad un insieme ordinato.

Se C & una qualunque categoria, il suo scheletro Sk(C) ¢ la sottocatego-
ria piena che si ottiene da C prendendo come oggetti un rappresentante
per ciascuna classe di isomorfismo. Provare che ogni categoria & equiva-
lente al suo scheletro e che due categorie sono equivalenti se e solo se i
loro scheletri sono isomorfi.

In generale non € vero che una categoria C sia equivalente alla sua duale.
In fatti, nel caso della categoria degli insiemi si ha Set(x, S) # Set(S, ),
per ogni insieme S € Set con pi? di un elemento, essendo * 'insieme
puntiforme.



1.3. FUNTORI AGGIUNTIL 23

1.3 Funtori Aggiunti.

Nel precedente paragrafo abbiamo visto come la nozione di equivalenza tra
categorie sia pi? debole di quella di isomorfismo. Introdurremo ora un concetto
a sua volta pi? debole di quello di equivalenza: ’aggiunzione tra funtori. S.
MacLane lo presenta con queste parole : ” Adjoint functors arise everywhere.”

Definizione 1.3.1. Sia G : D — C un funtore e sia X € C. Un morfismo
G-universale per X ¢ un morfismo u : X — G(Y), Y € D, con la sequente
proprieta:

e per ogni altro morfismo f : X — G(Y') esiste un unico morfismo f:
Y — Y’ in D che rende commutativo il diagramma

X

G(Y")
cioé G(f) ou=f.
Seu: X = GY) eu : X — GY’) sono due morfismi G-universali per X,
allora esiste un unico isomorfismo v:Y — Y’ tale che G(v) ou = u'.
Dato F : C — D, la nozione di morfismo morfismo F-couniversale v :

F(X) =Y perY € D si definisce dualmente.

Definizione 1.3.2. Siano C e D due categorie. Una aggiunzione da C a
D ¢ una terna < F,G,® >, ove

F:C—-D e G:D—>C

sono due funtori (stessa varianza) e ® = {®xy | X € C,Y € D} ¢é una
famiglia di biiezioni

¢xy : Homp(F(X),Y) = Home (X, G(Y)),

naturale in X ed inY .
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La naturalith di ® significa che, per ogni f : X — X’ in C e per ogni
g:Y — Y’ in D, sono commutativi i diagrammi

x v Pxry

Hom(F(X),Y) Hom(X, G(Y)) Hom(F(X"),Y)

Hom(X’,G(Y))
go(-) G(g) o (—) ()OF(f)l l()of

Hom(F(X),Y”)

Hom(X,G(Y")) Hom(F(X),Y)

Qx vy Px v

Hom(X, G(Y))
Se < F,G,® > & una aggiunzione, si dice che F aggiunto a sinistra di G e
che G & aggiunto a destra di F.
Proposizione 1.3.3. Sia < F,G,® > una aggiunzione da C a D. Allora:
(1) Per ogni f : F(X) =Y si ha ®xy(f) = G(f) onx, essendo
nx = Pxy(lex)-

(2) nx : X — GF(X) é un morfismo G-universale per X .

(3) n=Mx)xecc:1lc = GoF ¢é una trasformazione naturale, detta unita
di aggiunzione.

(4) n definisce l'aggiunzione.

Dim. (1) Segue immediatamente dall commutativita del diagramma

Hom(F(X),F(X)) —, Hom(X, G(F(X)))
fo(=) G(f)o(—)
Hom(F(X),Y) Txy Hom(X, G(Y))

(2) Segue dal fatto che @, , € una biiezione e da (1).
(3) Si deve provare che per ogni morfismo f : X — X’ in C ¢’¢ un diagramma
commutativo
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nx

X G(F(X))
fl lG(F(f))
X’ e G(F(X) :

cioe G(F(f)) onx = nxs o f. Quest’ultima uguaglianza equivale alla commuta-
tivita del diagramma

PxrF(x")

Hom(F(X'),F(X")) Hom(X', G(F(X")))

F(f)o (=) { l fo(=)

Hom(F(X),F(X")) Hom(X, G(F(X")))

Px,F(x") ’

tenendo presente la (1).
(4) 7 = (Nx)x e c © una trasformazione naturale in cui ogni nx € un morfismo
G-universale. Per ogni X € C e per ogni Y € D sia

®xy : Homp (F(X),Y) — Home(X, G(Y)),

definita da ®xy(f) = G(f) onx. Allora < F,G,® > & un’aggiunzione con
unit? di aggiunzione 7. a

In maniera analoga si ottiene anche
Proposizione 1.3.4. Sia < F,G, ® > una aggiunzione da C a D. Allora:

(1) Perognig: X — G(Y) si ha @}}Y(g) = ey 0 G(g), essendo
ev = Doy v (Lery)-

(2) ey : FG(Y) = Y ¢é un morfismo F-couniversale perY .



26  CAPITOLO 1. ELEMENTI DI TEORIA DELLE CATEGORIE

(3) e=(ey)y ep : FoG = 1p & una trasformazione naturale, detta counita
di aggiunzione.

(4) € definisce l’aggiunzione.

Proposizione 1.3.5. Gli aggiunti sono univocamente determinati a meno di
equivalenze natural.

Dim. Siuano F,F’ : C — D due aggiunti a sinistra di G : D — C con
unita di aggiunzione nx : X — GF(X), 0y : X — GF/(X), rispettivamente.
Poiche nx, 1 sono morfismi G-universali per X, esiste un unico isomorfismo
ax : F(X) = F'(X) tale che G(ax) onx = 1. Proviamo che o = (ax)x ¢ ¢
¢ un isomorfismo naturale F = F/. Sia f : X — X’ un morfismo in C e si
consideri il seguente diagramma commutativo

G(F'(X))
- %&x)
X L G(F(X))
f l G(F(f)) G(F'(£))
X! e G(F(X")
NQX/)
G(F'(X"))

dal quale si ricava:
G(F'(f)) o Glax) onx = G(F'(f)) onx =nxs o f = Glax:) onyi o f =

= G(ax’) o G(F(f)) o nx,

quindi
G(F'(f) o ax) onx = Glaxs o F(f) onx
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che, per l'universalita, implica

F'(f) o ax = ax o F(f).

Proposizione 1.3.6. Sia G : D — C un funtore. Se per ogni X € C é data
un morfismo G-universale nx : X — G(F(X)), allora esiste un unico funtore
F: C — D aggiunto a sinistra di G.

Dim. Sinoticheseny : X = G(F(X)) eny : X — G(F'(X)) sono due morfismi
G-xuniversali per X, allora esiste un unico isomorfismo ay : F(X) — F/(X)
che commuta il diagramma

nx G(F(X))
X / G(ax)
G(F(X))

L’ipotesi fornisce allora una corrispondenza F : |C| — |D|. Se poi ¢ dato un
morfismo f : X — X’ in C, allora in corrispondenza diny/ o f : X — G(F(X’))
esiste un unico morfismo as : F(X) — F(X’) che commuta il diagramma

X L G(F(X))
fl G(ay)
X' e G(F(X)

Definiamo F(f) = a;. Ci si rende conto facilmente che si ottiene un unico
funtore F': C — D e di conseguenza una trasformazione naturale

N=Mx)xcc:1lx = GoF.
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Per ogni Y € D, consideriamo ora il morfismo universale
Nawy : G(Y) = G(F(G(Y)).

In corrispondenza del morfismo identico 1gyy : G(Y) = G(Y') esiste allora un
unico morfismo ey : F(G(Y')) — Y che commuta il triangolo

6(v) — L GRG(Y)
\ G(ey)
16(v)
G(Y)

Proviamo che € = (ey)y ¢p : Fo G = 1p & una trasformazione naturale, cioe
per ogni f:Y — Y’ & commutativo il diagramma

FG(Y)) —= Y
F(G(S) s
F(G(Y")) o Y’

Si consideri il diagramma commutativo

6(v) — L G(R(G(V)))
G(f) \ G(F(G(f)))
G(Y') — o G(F(G(Y")))
Si ha :
G(f) © G(EY) O Noy) = G(f) S 1G(Y) = G(f)
et

G(f) = Lar) © G(f) = Gleyr) o n6yy 0 G(f) =
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= G(eyr) 0 G(F(G(f))) © nepy),
da cui
G(f oey)omeyn = Gleyr o F(G(f))) o ney)-
Poiche 7¢y) € un morfismo universale segue infine

f O €y = €y’ O F(G(f)),

ovvero la commutativita del primo diagramma. e chiaro a questo punto che
definendo una funzione

¢xy : Hom(F(X),Y) — Hom(X, G(Y)),

dx,y(h) = G(h) onx,

si ottiene una biiezione con inversa data da ¢y’ (g) = ey o F(g). Rimane solo
da verificare la naturalita di ¢xy per X € C,Y € D, per ottenere I'aggiun-
zione. a

Nota 1.3.7.

- Una aggiunzione F 4 G si puo equivalentemente descrivere assegnando
le biiezioni di aggiunzione oppure le unita e counita di aggiunzione.

- Una aggiunzione ¢ una equivalenza se e solo se le unita e counita di
aggiunzione sono isomorfismi naturali.

Proposizione 1.3.8. Si consideri il diagramma di funtori

ove U4 F eV HG. Allora UoV 4 Fo G, cioé la composizione di aggiunti é
ancora un aggiunto.
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Dim. Per ogni X € C e per ogni Z € E si ha la composizione di biiezioni
naturali

Px,vz YEx,z

Hom(VZ,FX)

Hom(UVZ, X) Hom(Z, GFX),

essendo {®x vz} e {Vex 2} le biiezioni delle due aggiunzioni date. O

Esempi 1.3.9.

(1) Sia X un insieme fissato e consideriamo il funtore
X x (=) : Set — Set,

Y—=XxY, (fY—=>2)—1xxf:XxY—>XxZ,

e ’'Hom-funtore Hom(X, —) : Set — Set.
Per ogni coppia di insiemi Y, Z € Set si ha la biiezione

¢y.z : Hom(X x Y, Z) — Hom(Y,Hom(X, Z)), h+h

essendo, per b : X x Y — Z la funzione h : Y — Hom(X, Z) definita
come segue:

YyeY, h(y):X —Z, hy)(z)=nh(zy), VzelX.

La famiglia {¢y z | Y,Z € Set} ¢ naturale in entrambe le variabili e
definisce una aggiunzione X x (—) 4 Hom(X, —).

+ %% Una categoria C dotata di prodotti binari si dice cartesiana chiusa se per ogni oggetto
X € C il funtore X X (—) : C — C ammette un aggiunto a sinistra. Allora Set ¢ ’esempio
base di categoria cartesiana chiusa. Un altro esempio fondamentale verra trattato in (2.9).

Si veda anche (1.1.7).

(2) Siano G,H € Gr due gruppi. G x H & l'usuale gruppo prodotto e

Homeg, (G, H) ¢ anche un gruppo con l'operazione (f-g)(x) = f(x)g(x), Vf, g :

G — H omomorfismi e Vr € G. Si puo ripetere la costruzione data in

(1)?
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3)

Siano A, B due insiemi ed R C A x B una relazione tra di essi. Conside-
riamo gli insiemi ordinati (P(A), C) e (P(B), <) come categorie piccole
ed i funtori contravarianti:

r:P(A) - P(B), r(S)={beB]|(s,b) e R,VseS},
l:P(B)—=PA), UT)={acA] (a,t) e R,VtET}.
Allora [ 4 r, infatti si ha

(TYcS<Tcr(S), VSeP(A), VI € P(B).

Siano D : Gr — Set il funtore dimenticante e < — >: Set — Gr il
funtore di gruppo libero. Per ogni insieme S e detta og : § =< S >
I'inclusione dell’insieme dei generatori, per ogni gruppo G e per ogni
funzione f : S — D(G) esiste un unico omomorfismo di gruppi f :<
S >— (G che rende commutativo il diagramma

s

D(< S >)
¥ Df)
D(G)

Questo fatto si puo riassumere affermando che esiste una biiezione
¢S,G : HomGT(< S >, G) — Homget(S,D(G)).

¢s,c ¢ naturale nelle due variabili, c’e¢ quindi una situazione di aggiunzio-
ne

< — >F D. Sinoti che og : S — D(< S >) ¢ la funzione conti-
nua universale di S e 0 = (0g)geset : lset = D(< — >) & l'unita di
aggiunzione. Qual’e la counita ?

Siano « : Gr — Ab il funtore di abelianizzazione ed € : Ab — Gr il
funtore di immersione. Sulla falsariga dell’esempio precedente, mostrare
che « € aggiunto a sinistra di e.
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(6) Denotiamo con Pre la categoria i cui oggetti sono gli insiemi preordi-

nati e morfismi le funzioni monotone. La categoria Pos degli insiemi
parzialmente ordinati & sottocategoria piena di Pre, sia ¢ : Pos — Pre
il funtore di immersione. Per ogni (S,<) € Pre sia (S, <) linsieme
parzialmente ordinato costruito in (Es. 1.2.2 (3)). Si ha un funto-
re (—) : Pre — Pos che ¢ aggiunto a sinistra di e. Infatti, per ogni
(S, <) € Pre e per ogni (T, <) € Pos si ha una biiezione naturale

OGS " HomPOS(S’,T) — Homp,e (S, €(T)).

Le funzioni quoziente Ps : S — S = ¢(S) costituiscono I'unita di
aggiunzione.
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1.4 Limiti e Colimiti

1.4.1 Esempi in Set.

(1) Se A e B sono due insiemi qualunque il loro prodotto cartesiano € il ben
noto insieme A x B = {(a,b) | a € A,b € B}, munito delle proiezioni sui
fattori w4 : Ax B — A, (a,b) —a, et m1p: AXx B — A, (a,b) — b. Se
S & un altro insieme con funzioni f: S — A et g: S — B, allora si puo
definire la funzione < f,g >: S — A x B, s+ (f(s),g(s)) tale che

f:ﬂ-Ao<fvg>a g=7TBO<f,g>-

Naturalmente < f, g > & I'unica funzione che verifica le richieste sopra.
In diagramma

(2) Se {A; | i € I} ¢ una famiglia di insiemi indiciata sull’insieme I, si puo
generalizzare quanto sopra, con 1’ovvio significato dei simboli:

Qu% il prodotto [],c; A; € I'insieme:
{a I — Ujer A; ‘ Oé(Z) € A; Vi e I}

e mi(a) = afi).
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Un diagramma di funzioni

B g D

ammette un completamento commutativo

PA

P A
Psl Jf
B g D

ove P ={(a,b) € Ax B | f(a) = g(b)} e le funzioni py : P — A e pp :
P — B sono le restrizioni a P delle proiezioni del prodotto. Anche questa
volta P,pa,pp sono univocamente determinati dalla seguente proprieta
universale : se s4 : S — A, sgp: .S — B sono tali che fosy =bosp,
esiste un’unica t : S — P con p, ot = s4, pgot = spg.

Sia f: X — Y una funzione e sia B C Y. Il quadrato

f~H(B) X
fl Jf
B i Y

ove a, b sono le inclusioni, € commutativo ed ha la seguente universale :
sesx :S — X, sp: S5 — B sono tali che fosx = bosp, esiste un’unica
t: S — fYB) conaot =syx, bot =sp. [Nota che Im(sx) C f~1(B)].

Consideriamo una coppia di funzioni

A B

esia E={z € A| f(x) = g(z)} il sottinsieme di A delle coincidenze di
f e g, con linclusione e : ¥ — A. Se s : S — A & una qualunque altra
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funzione tale che f o s = g o s, allora esiste un unico modo per ottenere
una una funzione ¢ tale che eot = s.

E

N A

(6) Un insieme P & puntiforme se e solo se per ogni altro insieme S, esiste

esattamente una funzione S — P.

1.4.2 Prodotti, pull-back ed egualizzatori.

Gli esempi dati forniscono 'idea per definire situazioni generali in una cate-
goria C.

(1) SiaZ un insieme di indici e sia {A; | ¢ € I} ¢ una famiglia di oggetti di C.

Il prodotto in C di tale famiglia ¢ costituito da un oggetto [[;c; A; € C
e da una famiglia di morfismi p; : [[,c; Ai = A;, @ € I, in modo tale che
sia verificata la seguente proprieta universale:

e se S € C e un altro oggetto, munito di morfismi g; : S — A;, Vi € I,
esiste un unico morfismo g : S — [[;; A tale che pjog=g;, Vi€ I. In

diagramma
/
g

Scriveremo semplicemente (]];.; A, p;) per denotare, quando esiste, il
prodotto della famiglia di oggetti A; in C.

A;
P

S Hze] AZ

Dati due morfismi f : A — D e g: B— D di C il loro pull-back & un
oggetto P € C munito di morfismi ps : P — A et pg : P — B tale che
fopa = gopp, in modo tale che sia soddisfatta la seguente proprieta
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universale:

e se S ¢ un altro oggetto dotato di morfismi s4: S - Aedsg: S5 — B
con fosy = gosp, allora esiste un unico morfismo ¢ : S — P tale che
paot=s4 et pgot=sp. In diagramma

S\i P
o lpB Jf

B g D

SA
PA
A

Sia data una coppia di morfismi in C
s
A———8B.

Il loro egualizzatore ¢ una coppia data da un oggetto Eq(f,g) € C e
da un morfismo e : Fq(f,g) — A tale che f oe = goe in modo tale che
sia verificata la seguente proprieta universale:

e se s: S — A e un morfismo tale che f os = gos, allora esiste un
unico morfismo ¢t : S — F con eot = s. In diagramma

N A

Un oggetto finale (o terminale) per C & un oggetto 7', codominio di
un unico morfismo S — T, per ogni altro oggetto S € C.

B

Eq(f,9)
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Esempi 1.4.1.

(1)

(2)

3)

(4)

(®)

Abbiamo di fatto gia provato che la categoria degli insiemi Set ha
prodotti, pull-back ed egualizzatori.

La stessa cosa vale per la categoria Gr dei gruppi.

Infatti: se gli A; sono gruppi, allora [[;.; A; ¢ anche un gruppo con la
seguente operazione: date f,g: I — U;erA; sipone f-g: 1 — UjerA;,
definita da f - g(i) = f(i)g(i), Vi € I. L’elemento neutro & la funzione
u tale che u(i) = u;, con u; 'elemento neutro di A;. Le proiezioni del
prodotto 7; : [[;c; Ai — A; sono evidentemente degli omomorfismi.

Nel caso di due gruppi A e B il prodotto e dato dall’usuale prodotto di
gruppi A x B con le ovvie proiezioni.

Il pull-back (P,pa,pp) del diagramma di omomorfismi f : A — D e
g: B — D di C ¢ il sottogruppo P del gruppo prodotto A x B degli
elementi (a, b) tali che f(7wa(a,b)) = g(7p(a,b)). Gli omomorfismi pa,pp
sono le restrizioni degli omomorfismi proiezione.

L’insieme E delle coincidenze degli omomorfismi di gruppo f,9: A — B
¢ un sottogruppo di Aed e: E — A & 'omomorfismo di inclusione.

Il gruppo banale, costituito dal solo elemento neutro & I'oggetto finale di
Gr.

1.4.3 Limiti.

Sia Z una categoria piccola i cui oggetti indichiamo 4,j,... . Se C & una
categoria qualunque un funtore D : Z — C sara detto un diagramma di tipo
Z in C. Se A € C, denotiamo con

Ks:7T—C

il diagramma costante di valore A. Si noti che:

e un morfismo f: A — B ¢ la stessa cosa di una trasformazione naturale
K4 = Kp, che denoteremo K.
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e una trasformazione naturale o : K4 = D ¢ un cono naturale di vertice
A, cioé una famiglia di morfismi {a; : A — D(i), Vi € Z}, tale che siano
commutativi i diagrammi

D(i)
A / D(w) Y u
Definizione 1.4.2. Il limite (anche limite inverso o limite proiettivo)
del diagramma D : T — C ¢ una coppia (L,l), ove L€ C etl: K = D éil

cono limite che verifica la sequente proprieta universale :

e se SeCeds: Kg= D ¢un qualunque altro cono di vertice S, esiste
un unico morfismo t : S — L tale che sia commutativo il diagramma

Kp———=D
X« loK;=s,
Ks
che si puo esplicitare anche con
D(i)
si / ;
S t I D(w) Vu

Ove D(u) o l; =1;, D(u) os; = s;, lijot = s;, per ogni u € I(i,j).
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Spesso scriveremo soltanto L = @D sottintendendo il cono limite [ =
(li)iez-

Si noti che:
se (L,1) ed (L',1") sono due limiti per D, allora, in base alla loro péropriet?
universale, esiste un unico isomorfismo ¢ : L — L’ tale che I’ o K; = [.
Allora il limite di un diagramma, quando esiste, & univocamente individuato
a meno di isomorfismi.

Definizione 1.4.3. Una categoria C si dice completa (risp. finitamente
completa) se esiste il limite di ogni diagramma D : T — C, per ogni categoria
piccola (risp, finita) T.

Sia C una categoria completa ed Z una data categoria piccola. Se [Z,C] &
la categoria di funtori, si puo considerare il funtore

T&n:[I,C]%C, D+ limD.

Infatti, se D,D’ : Z — C sono due funtori e 7 = (7;)jez : D = D’ & una
trasformazione naturale, allora l&n 7 ¢ I’'unico morfismo indotto dalla proprieta
universale di @ G che commuta il diagramma.

lim D L D(i)

Lim 7 Ti
&8

o

my

D'(i)

Indichiamo poi con K(_y : C — [Z,C] il funtore che associa ad ogni oggetto
C di C il funtore costante K¢ : Z — C.

Proposizione 1.4.4. Il funtore limite ¢ aggiunto a destra del funtore K.
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Dim. Per ogni D : Z — C e per ogni C' € C la biiezione
¢cop Hom(C,LiLn D) —» Nat(K¢, D),

¢ indotta dalla propriet? universale del limite. O

1.4.4 Colimiti.

Una trasformazione naturale o : D = K4 € un cocono naturale di vertice
A, cio¢ una famiglia di morfismi {a; : D(i) — A, Vi € T}, tale che siano
commutativi i diagrammi

D(i

)

D(4)

i

J

\ .

Definizione 1.4.5. Il colimite (anche limite diretto o limite iniettivo)
del diagramma D : T — C ¢é una coppia (m, M), ove M € C et D = Ky, é il
cono colimite che verifica la sequente proprieta universale :

e se SeCeds:D= Kg ¢ un qualunque altro cocono di vertice S, esiste
un untco morfismo t : M — S tale che sia commutativo il diagramma

D%[(M
K Kiol=s.

che st puo esplicitare anche con
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Dl)\\\

(
D(u) M S Y u

Ove mj o D(u) = my, sjoD(u) =s;, tom; =s;, per ogni u € I(i,]).

Si noti che:
Se (m, M) ed (m/, M') sono due colimiti per D, allora esiste un unico isomor-
fismo ¢t : M — M’ tale che m’' o K; = m.
Allora il colimite di un diagramma, quando esiste, & univocamente individuato
a meno di isomorfismi.

Spesso scriveremo soltanto M = hﬂ D sottintendendo il cono colimite m =
(mi)iez

Definizione 1.4.6. Una categoria C si dice cocompleta (risp. finitamente
cocompleta) se esiste il colimite di ogni diagramma D : T — C, per ogni
categoria piccola (risp, finita) T.

Analogamente a quanto visto in (1.6), se C & categoria cocompleta, allora
si ottiene un funtore colimite

lim: [Z,C] - C, D~ limD
aggiunto a destra di K(_y: C — [Z,C].

Proposizione 1.4.7. Il funtore colimite e aggiunto a sinistra del funtore K_).

Dim. Per ogni D : Z — C e per ogni C' € C la biiezione
Gop: Hom(@ D,C) — Nat(D, K¢),
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¢ indotta dalla propriet? universale del colimite. O

1.4.5 Coprodotti, push-out e coegualizzatori.

Tali nozioni sono esattamente le duali di quelle date in (1.2).

(1)

Sia Z un insieme di indici e sia {A4; | i € Z} & una famiglia di oggetti
di C. Il coprodotto in C di tale famiglia e costituito da un oggetto
[lic; Ai € C e da una famiglia di morfismi ¢; : A; = [[;c; A, i €Z, in
modo tale che sia verificata la seguente proprieta universale :

e se S € C ¢ un altro oggetto, munito di morfismi g; : A; — S, Vi € Z,
esiste un unico morfismo g : [[;c; A; — S tale che gog; = g;, Vi€ Z. In
diagramma

A;
]
qq
S . [Lics Ai

Scriveremo semplicemente (g;, [ [;c; A:) per denotare, quando esiste in
C, il coprodotto della famiglia di oggetti A;.

Dati due morfismi f : A - Beg: A— D di C il loro push-out & un
oggetto () € C munito di morfismi qg : B — Q et qp : D — @ tale che
qge o f = gp o g, in modo tale che sia soddisfatta la seguente proprieta
universale :

e se S e un altro oggetto dotato di morfismi sp: D — Sedsp: B — S
con spog = sgo f, allora esiste un unico morfismo ¢ : () — S tale che
togp = sp et togp = sp. In diagramma

A —1 B

R
\\

S
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(3) Data una coppia di morfismi in C

A

Il loro coegualizzatore e una coppia data da un oggetto C' € C e da un
morfismo c¢: B — C tale che co f = co g in modo tale che sia verificata
la seguente proprieta universale:

e se s: B — S ¢ un morfismo tale che so f = s o0 g, allora esiste un
unico morfismo ¢ : C'— S con toc = s. In diagramma

- C
S
(4) Un oggetto iniziale per C ¢ un oggetto I, dominio di un unico morfismo

I — S, per ogni altro oggetto S € C. I & univocamente determinato, a
meno di isomorfismi.

A B

Esempi 1.4.8.
(a) La categoria degli insiemi Set ¢ dotata di
(1) Coprodotti: il coprodotto di una famiglia di insiemi {4; | i € I}

¢ la loro unione disgiunta, denotata [ [, ; A;, munita delle iniezioni
canoniche

Qi3Ai_>HAi7 1€T.
el

(2) Coegualizzatori: data una coppia di morfismi

A::KB
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sia C' = B/ ~, essendo ~ la relazione generata dalle identificazioni
degli elementi del tipo f(a) e g(a). per a € A. Siac: B — C la
funzione quoziente.

* k ok

Sia X un insieme e sia S C X XX una relazione su X. Esiste una relazione di equivalenza
R C X x X tale S C R. R pud essere descritta come segue: a ~ b se e solo se esistono
elementi z1,z2,...,zn in X tali che 21 = a, xn = b e tali che (x;,2;4+1) oppure
(zit1,%4) € in R, per ogni ¢« = 1,...,n — 1. L’intersezione di tutte le relazioni di
equivalenza contenenti S ¢ la relazione di equivalenza generata da S.

Push-outs: dato il diagramma di funzioni

4 — B

g

D

sia @ 'insieme che si ottiene dall’unione disgiunta B [[ D, modulo
l'identificazione degli elementi del tipo f(a) e g(a). Si pone poi
qB € gqp essere le composizioni della funzione continua quoziente
BIID — Q con le iniezioni canoniche.

(b) La categoria dei gruppi Gr ¢ dotata di:

(1)

Coprodotti: nel caso finito, il coprodotto di due gruppi G ed H &
il cosiddetto prodotto libero G *x H, costruito nel modo seguente:
una parola € un prodotto zixs - - - x,, ove ogni x; € un elemento di G
oppure di H. L’operazione in G * H ¢ quella di giustapposizione di
due parole ridotte, modulo eventualmente operazioni di riduzione,
come sopra. si ottiene una parola ridotta eliminando le eventuali
unita e sostituendo due elementi consecutivi con il loro prodotto
(in G oppure in H). I morfismi strutturali sono gli omomorfismi di
inclusione

Coegualizzatori: data una coppia di omomorfismi

G :ZKH
sia S = {f(x)g(x)~! | z € G} e sia [S] la sua chiusura normale. Il
coegualizzatore di f e g € Pomomorfismo quoziente ¢ : H — H/[S].
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La chiusura normale [S] di un sottinsieme S di un gruppo G & il
sottogruppo di G generato dall’insieme {g~'sg | g € G, s € S}.

(3) Push-outs: dato il diagramma di omomorfismi

H

si ottiene con la stessa procedura del caso Set.

1.4.6 Limiti e colimiti finiti.

Sia D : Z — C un funtore.

1. Se T & la categoria priva di oggetti e morfismi allora il limite dell’unico
funtore Z — C & l'oggetto finale di C mentre il suo colimite fornisce
I'oggetto iniziale.

2. Se A A
o [ ]

I:{ ) }

e la categoria con due oggetti e solo i morfismi identici, il limite di
D fornisce il prodotto di due oggetti di C, mentre il colimite ne da il
coprodotto.

3. Se Z & una categoria piccola discreta (cioe priva di morfismi diversi dalle
identita ), il limite di D fornisce il prodotto della famiglia {D(i) | i € Z}.

4. Se

I:{o—»o%o}

il limite di D fornisce il pull-back di due morfismi di C con stesso
codominio.
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5. Se
T = { e <+—— 90— o }
il colimite di D fornisce il push-out di due morfismi di C con stesso
dominio.

6. Se

il limite di D fornisce 1’egualizzatore di una coppia di morfismi di C,
mentre il colimite ne d? il coegualizzatore.

Allora oggetto finale, prodotti (finiti), pull-back ed egualizzatori, sono tut-
ti esempi particolari di limiti (finiti) in C. Analogamente, oggetto iniziale,
coprodotti (finiti) e coegualizzatori, sono tutti esempi particolari di colimiti
(finiti) in C.

Teorema 1.4.9. (Teorema di completezza.) Per una categoria C sono equi-
valenti le affermazioni sequenti:

(1) C ¢ (finitamente) completa,
(2) C ha prodotti (finiti) ed egualizzatori,
(8) C ha prodotti (finiti) e pull-back.
Dim. E chiaro che (1) = (2). Proviamo (2) = (3): sia dato il diagramma
X

f

Y J Z

e consideriamo il prodotto

Y 2 X xY —+ X
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Posto
(E,e)=Eq(forx,gomy),

si ottiene il quadrato commutativo

pPx

E X
Pyl lf
Y g Z

ove px = Tx o e et py = my o e, che risulta essere un pull-back. Sia infatti
Q
Y

anche commutativo. Si ha che la propriet? universale del prodotto

v

induce 'unico morfismo < v,u >: ) — X X Y che commuta i due triangoli.
Sia ora

e fom

gomy
\ /41),u>

Q
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Poiche fomxo < v,u >= gomyo < v,u >, la proprieta universale del-
I'equalizzatore fornisce un unico ¢t : Q — FE tale che eot =< v,u > .
Infine

pxot=mxoeotlt=mxo < v,U>="1,
pyot=myoeotlt=myo <v,u>=u,

che ¢ cio che si doveva provare.

(3) = (2): sia data una coppia di morfismi f,¢g : X — Y e consideriamo il
diagramma di pull-back

Px

Py

<7

-—
A
il
@
\%

ove

illustra i morfismi coinvolti. Proviamo che (P,px) = Eq(f,g).
¢ fopx = gopx, infatti:

fopx =myo < f,g > opx =7y o Aopy = py,

gopx =7yo < f,g >opx =7y o Aopy = py.
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Sia k: Z — X tale che f ok = gok e consideriamo

Y

< f,g>ok Iﬂ

Z Y xY
Aogok J
Y

Si ha
To(< f.g>ok)=fok=gok=mo(Aogok),

per entrambe le proiezioni 7. La proprieta universale del prodotto fornisce

<f,g>ok=Aogok.

¢ allora commutativo il quadrato

A X
gokl l<f,g>
Y 2 Y xY

e pertanto, la proprieta universale del pull-back fornisce un unico morfismo
t:Z — Ptalechepyot=fokepxot==k. Quest’ultimo fatto & cio che si
doveva provare.

(2) = (1): sia D:Z — C un diagramma in C.
Poniamo

X =]]pG)
1€L

con proiezioni p; : X — D(7), e
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Y= ][ Dlcs))
s€MorT
con proiezioni g5 : X — D(c(s)) [¢(s) = codominio(s)].
Per la proprieta universale del prodotto, esiste un unico f : X — Y tale che
s © f = pe(s), per ogni s € Mor I,

/ D(TS))
X ! Y

ed esiste anche un unico g : X — Y che commuta il quadrato seguente [d(s) =
dominio(s)].

S

Poniamo
(K, v) = Eq(f,9)

e proviamo che K = gn D con proiezioni
li=piov:K —D(i), i € I

Per s: 17— jin Z si ha:
D(i)
/
K D(s) Vs
\
D(j

7)
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cioe D(s) o l; = 1;. Infatti
D(s)oli=D(s)opjov=gs0gov=pjov =1

Sia poi {h; : H — D(i) | ¢ € Z} un cono su D. Per la proprieta universale del
prodotto esiste un unico ¢t : H — X tale che

pioty = h;, Vi €T,
allora, Vs € Mor Z, risulta

gs © fot1 = pe(s) 011 = hes)s

gs o goty = D(s) opy(s) 0 t1 = D(8) 0 hy(s) = he(s)s
da cui segue

foti=got.

Dalla proprieta universale dell’egualizzatore si ottiene ’esistenza di un unico
morfismo ¢ : H — K tale che vot =t;. Infine l; 0t = h;, Vi € T. O

Per semplice dualizzazione si ottiene ”gratis” il :

Teorema 1.4.10. (Teorema di cocompletezza.) Per una categoria C sono
equivalenti le affermazioni sequenti:

(1) C é (finitamente) cocompleta,
(2) C ha coprodotti (finiti) e coegualizzatori,

(3) C ha coprodotti (finiti) e push-out.
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1.4.7 Conservazione.

Definizione 1.4.11. Sia G : C — D un funtore covariante e sia D : 7T — C
un diagramma in C che ammette limilte (I&H D,l). G conserva il limite del
diagramma F se esiste (HG oD,l") e vale

G(@ D) = ImGoD, ' =G(I).
Si ha:
Teorema 1.4.12.
(1) Gli Hom-funtori covarianti conservano i limiti. In formula

Hom(X, Jim D) = @Hom(X, D(—)).

(2) Gli Hom-funtori contravarianti trasformano i limiti in colimiti. In for-
mula

Hom(@ D,X) = @Hom(D(—),X).

Dim. Proviamo soltanto la prima affermazione. Sia X € C. Per ogni u : i — j
in Z si ha un diagrammma commutativo

Hom(X, D(i))
Hom(X, lim D) D(w)”
Hom(X,D(j))

Supponiamo poi di avere un cono
(S, fi : S — Hom(X,D(1))).
Allora, per ogni s € S,

{fi(s) : X = D(i), i € T}



1.4. LIMITI E COLIMITI 53

¢ un cono su D. Pertanto esiste un unico morfismo hs : X — 1&1 D tale che
liohs = fi(s), per ogni ¢ € Z. Si ottiene una funzione

h: S—)Hom(X,l'LmD), s+ hg,

con la propriet? che

h

Hom(X, D(7))

i

S Hom(X, lim D)

€& commutativo. & chiaro che h & 'unica funzione con tale proprieta . O

Proposizione 1.4.13. Un funtore G : C — D conserva i limiti che esistono
in C se e solo se, per ogni X € D, li conserva il funtore

Hom(X,G(—)) : C G, p _HomX.-)

~ Set

Dim. Una implicazione segue dal teorema precedente. Viceversa, supponiamo
che il funtore Hom (X, G(—)) conservi i limiti che esistonoin CesiaD :Z — C
un diagramma che ammette limite. Allora

Hom(X, G(&gn D)) = lim Hom(X, GD(-)),
ma anche
@Hom(X, GD(—-)) = Hom(X,l'glGD(—))

ancora per il teorema precedente. Quindi I’asserto in base a 1.4.6(1) e 1.2.4. O

Proposizione 1.4.14. Un funtore G : C — D conserva i colimiti che esistono
in C se e solo se, per ogni X € D, il funtore

G Hom(—, X)

Hom(G(-),X) :C - D ~ Set

trasforma limiti in colimiti.
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Dim. supponiamo che il funtore Hom(G(—), X) trasformi limiti in colimiti sia
D :Z — C un diagramma che ammette colimite, allora

limy Hom (GD(—), X) = Hom(G(ljim D)), X),
ma anche

lim Hom(GD(—), X) = Hom(lim GD(—), X)),
quindi ’asserto in base a 1.4.6(2) e 1.2.4.

Teorema 1.4.15. Gli aggiunti a sinistra conservano i colimiti e gli aggiunti
a destra conservano i limiti.

Dim. Sia data 'aggiunzione < F,G,® >. Per ogni X € C l'isomorfismo
naturale
®xy : Homp (F(X), —) = Home (X, G(—))

¢ una rappresentazione del funtore Homg (X, G(—)) : D — C, pertanto que-
st’ultimo conserva i limiti ed, in base alla Proposiuzione 1.4.9, G conserva i
limiti. Dualmente per i colimiti. O

1.4.8 Riflessioni e coriflessioni.

Sia C una sottocategoria piena ed isochiusa della categoria D, cioe, se X € C
e Y € D sono oggetti isomorfi, allora Y € C. Denotiamo con E : C — D il
funtore di immersione.

Definizioni 1.4.16.

(1) C ériflessiva in D se esiste un aggiunto a sinistra R : D — C per E.
1l funtore R si chiama riflettore .

(2) C ¢ coriflessiva in D se esiste un aggiunto destra C: D — C per E.
1l funtore C si chiama coriflettore.

Se A & una classe di morfismi di D diremo anche che:
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(3) C ¢ A-riflessiva in D se l'unita di aggiunzione
p=(px)xec:1lx = EoR
¢ costituita da morfismi px € A.
(4) C é A-coriflessiva in D se la counita di aggiunzione
Yy="w)yep:RoE=1p
¢ costituita da morfismi vy € A.

Nel caso di riflessione, per X € D si ha la seguente situazione: per ogni
morfismo f: X - Y =E(Y), Y € C, esiste un unico morfismo f : R(X) =Y
che commuta il triangolo

La situazione di coriflessione ¢ illustrata dal diagramma

X

per ogni g : Y = E(Y) — X esiste un unico morfismo g : Y — C(X) tale che
Yx°09 =9

Gli esempi (5) e (6) in (1.3.9) sono situazioni di riflessione.

Definizione 1.4.17. Sia C una categoria e siano € una classe di epimorfismi
di C ed M una classe di monomorfismi di C chiuse rispetto alla composizione.
Si dice che C ammette una fattorizzazione (€, M) se:
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(1) ogni morfismo f: X — Y di C si decompone come f =moe, cone € E
edme M,

(2) feM N & & f éun isomorfismo,
(3) oneM =neM,
(4) doecl =€ €&.

Teorema 1.4.18. Sia D una categoria con una fattorizzazione (£, M), E-
cowell powered e dotata di prodotti. Sia C una sottocategoria piena di D.
Sono equivalenti:

(1) C ¢ E-riflessiva in D,

(2) C é chiusa rispetto ai prodotti ed agli M-sottoggetti (cioé, sem : X =Y,
conmeMeY eC, allora X € C).

Dim.

(1) = (2).Stam: X =Y, conme MeY € C. Sia px : X - R(X)
la riflessione di X in C. Esiste un unico morfismo h : R(X) — Y tale che
hopx =m. Allora px € M, cost X ZR(X) € C.

(2) = (1). Sia X € D e sia

A={Y,f)|YeC,f: X =Y, fe M, Y €C},

che puo essere considerato un insieme, essendo D cowell-powered. Esiste allora
il prodotto [[. ., Y € C e dal diagramma

Y
f
(Y f)
¢
X H(Y, nea¥

si ricava l’esistenza di un unico morfismo ¢ : X — H(Y neaY tale che m(y, ;)0
¢ = f, per ogni (Y, f) € A. Se ora
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[
X ‘H(Y,f)eAY

R(X)

e la (£, M) fattorizzazione di ¢, si ha che R(X) € C e che px : X — R(X) ¢
una riflessione di X in C. O

Proposizione 1.4.19. Se C ¢ epiriflessiva in D con riflettore R : D — C,
allora C ¢& chiusa rispetto ai limiti. Pertanto una sottocategoria epirifiessiva
di una categoria completa & completa.

Dim. Sia D : Z — C un diagramma per cui esiste in D il L = l'LmE oD,
essendo E il funtore di inclusione. Dal diagramma

PL

L R(L)

D(i)

si ricava l’esistenza di un cono naturale [ : R(L) — D tale che [ o p;, = [. Per
la proprieta universale del limite esiste poi un unico morfismo h : R(L) — L
conloh =1. Siha:

liohopr=1;, perogni t€Z,

quindi h o p;, = id. Poiche p; € un epimorfismo invertibile a sinistra, segue
che esso e un isomorfismo. O

Proposizione 1.4.20. Sia C riflessiva in D con riflettore R : D — C e sia
D :Z — C un diagramma per cui esiste in D il colimite K = limE o D, con
k:D = K il cocono limite. Allora (px o k,R(K)) é il colimite di D in C.
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Dim. Consideriamo il cocono

D K ~ R(K)

e sian : D = N un qualunque altro cocono, con N € C. Allora, per la
proprieta universale del colimite, esiste un unico morfismo ¢ : K — N tale
che t o k = n. Per la proprieta universale della coriflessione, esiste un unico
morfismo v : R(K) — N tale che v o pg =t. Infine vo pg ok =n. O

Segue:

Proposizione 1.4.21. Una sottocategoria riflessiva di una categoria cocom-
pleta & cocompleta.

Il duale del Teorema 1.4.17 e quello della Proposizione 1.4.19 si enunciano
come segue:

Teorema 1.4.22. Sia D una categoria con una fattorizzazione (€, M), M-
well powered e dotata di coprodotti. Sia C una sottocategoria piena di D.
Sono equivalenti:

(1) C é M-corifilessiva in D,

(2) C é chiusa rispetto ai coprodotti ed agli £-oggetti quoziente (cioé, se
qg: X =Y, conge€ eX eC,alloraY € C).

Proposizione 1.4.23. Sia C coriflessiva in D con corifiettore C: D — C e
sta D : Z — C un diagramma per cui esiste in D il limite L =1im Co D, con
l: L= D il cono limite. Allora (I o~r,C(L)) ¢é il limite di D in C.



Capitolo 2

ELEMENTI DI TOPOLOGIA
(FENERALE

2.1 Alcune proprieta utili.

Sara utile nel seguito avere a disposizione le seguenti proprieta insiemistiche.

Sia f : X — Y una funzione, allora:

. ACBCY = fA) c f1(4),

2. 7N Usea Ax) = Urea F71(AN),

30 F7HMaea AN) = Maea fH(AN),
fHB-C)=f1B)-fC),

5. AC X = AC f~Yf(A)), (se f & iniettiva A = f~1(f(4)),
6. BCY = f(f~Y(B)) C B, (se f ¢ suriettiva B = f(f~1(B)),

i

7.s¢e AC X, BCY allora f|;11(B) = f~Y(B)N A,
8.s¢e ACX, BCY allora AN f~'(B)=0« f(A)NnB=0.

9. EEBCX=E—(X—-B)=ENB,

59
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10. E,ABC X = E— (AN B) = (E — A)J(E - B),
11. Se U,V e X, alloraUNV =0< (UxV)NA =1,
12. X = Ujen Ax = Mrea(X = A).
13. X — Maen Ar = Usea (X — Ay).

Le ultime due sono le Leggi di De Morgan

2.2 La categoria degli spazi topologici. Top.

Sia X un insieme e 7 una famiglia di sottinsiemi di X. 7 ¢ una topologia su
X se verifica le seguenti richieste :

e )X €T,

e 7 ¢ chiusa rispetto alle unioni,

e 7 ¢ chiusa rispetto alle intersezioni finite.

Uno spazio topologico ¢ una coppia (X, 7), con X un insieme e 7 una
topologia su X. Gli elementi di 7 si dicono gli insiemi aperti della topologia.

Siano (X, 1), (Y, o) due spazi topologici. Una funzione f : X — Y si dice
continua se verifica la condizione

f~YV)er, perogni Veo.

In altre parole f € continua se e solo se le immagini inverse degli aperti di Y
sono aperti di X.
Sono evidenti le affermazioni seguenti:

e Dapplicazione identica 1x : X — X & continua (qualunque sia la topo-
logia T fissata su X),

esef:(X,7)— (Y,o0)eg:(Y,0) = (Z,0) sono funzioni continue, tale &
anche la loro composizione go f : (X,7) — (Z,9).

Allora spazi topologici e funzioni continue costituiscono una categoria,
che denoteremo Top.



2.2. LA CATEGORIA DEGLI SPAZI TOPOLOGICI. TOP. 61

I complementari degli insiemi aperti di X si dicono chiusi. La famiglia
degli insiemi chiusi di (X, 7) ha le proprieta seguenti :

e (), X sono chiusi
e ¢ chiusa rispetto alle unioni finite,
e ¢ chiusa rispetto alle intersezioni.

La prova di questo fatto ¢ immediata e discende dalle Leggi di De Morgan.

e ¢ chiaro che una topologia su X puo essere data sia attraverso la famiglia
dei suot aperti, sia dei suoi chiusi.

e ¢ anche chiaro che una funzione f : X —'Y di spazi topologici é continua
se e solo se l'immagine inversa di un chiuso di Y & chiuso in X.

Nel seguito adopereremo liberamente le parole funzione/applicazione aggiun-
gendo continua quando sia il caso.

e Se (X, 7) ¢ uno spazio topologico ed Y C X, la famiglia di insiemi
{AnY |Aer}

¢ una topologia su Y, detta la topologia relativa su Y. In questo senso si
dira che Y e un sottospazio di X.

Siano (X, 7), (Y, 0) due spazi topologici. Una funzione continua f : X — Y
¢ un monomorfismo (risp. un epimorfismo) in Top precisamente quando & una
funzione iniettiva (risp. suriettiva).

f X — Y & una sezione (risp. retrazione) se ammette una inversa sinistra
(risp. destra) continua.

Se X & un insieme non vuoto ed A C X, allora 7 = {0, A, X} & una topo-
logia su X. Sia poi § = {(), X} la topologia indiscreta su X. La funzione
identica di X ¢ continua come funzione continua da (X, 7) — (X, d) mentre la
sua inversa 1y : (X,d) — (X, 7) non lo &. Allora:

e gli isomorfismi in Top sono le funzioni continue biiettive la cui inversa
& pure continua. Un isomorfismo di Top si chiama un omeomorfismo.
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e le funzioni continue biiettive si chiamano bimorfismi. Ogni omeomorfi-
smo ¢ un bimorfismo, ma. il vicevera ¢ falso, come mostra ’esempio precedente.

e una funzione continua f : X — Y & una immersione topologica se
f: X — f[X] & un omeomorfismo.

Definizione 2.2.1. Siano (X, 7) uno spazio topologico ed E C X. Poniamo
E= ﬂ{K € P(X) |E C K,K chiuso in X}.

E si chiama la chiusura di E in X.

Teorema 2.2.2. Sia (X, 7) uno spazio topologico. La corrispondenza
P(X)—P(X), Ew~E,
ha le sequenti proprieta
(0) E ¢ chiuso in X se e solo se E =F.
(1) E C E (espansiva),

(2) Ac B= AC B (monotona),

(3) E=F (idempotente),
AUB = AU B (additiva),
) 0=0eX =X,

Viceversa: se X ¢ un insieme munito di una corrispondenza P(X) — P(X), E
E, che verifica le (1),..., (5), allora si ottiene una topologia su X i cui chiusi
sono definiti dalla (0).

Dim. Solo la (0) e la (4) necessitano di una dimostrazione.
(0): sinoti che per ogni K C X chiuso contenente E ¢ X — K aperto contenuto
in X — E, segue

X-E=X-(|{KCX|ECK,K chiuso in X} =
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= J{IXx - K C X |E C K, K chiuso in X}

& aperto.

(4): poiche AUB & un chiuso contenente AU B, si ha AU B C AUB. D’altra
parte A, B C AU B, e quindi l'inclusione opposta.

Viceversa: la famiglia degli insiemi chiusi definiti dalla (0), contiene () e X
ed ¢ chiusa rispetto alle unioni finite. Rimane da provare che essa ¢ chiusa
rispetto alle intersezioni. Sia {F; | ¢ € I} una famiglia di sottinsiemi di X tali
che F; = I}, per ogni i € I. Allora

NE=NFcNA
ﬂFiCFi, perognit € I, = mcﬁ, per ogni ¢ € I,

= ﬁcﬂﬁ

d

Una corrispondenza P(X) — P(X), E — E, su un insieme X, che verifichi le
(1),..., (5) del teorema, si chiama un operatore di chiusura di Kuratow-
ski su X.

Abbiamo visto che ogni topologia su X definisce un operatore di chiusura di
Kuratowski e, viceversa, ogni operatore di chiusura di Kuratowski definisce
una topologia su X.

Quanto visto in questo paragrafo puo essere ”dualizzato” nel modo che
segue:

Definizione 2.2.3. Siano (X, 7) uno spazio topologico ed E C X. Poniamo
E° = U{A € P(X) |AC E,A aperto in X}.
E° si chiama linterno di E in X.
Teorema 2.2.4. Sia (X, 7) uno spazio topologico. La corrispondenza
P(X)—PX), E~—E°

ha le sequenti proprieta
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0) E é aperto in X se e solo se E = E°.

1) E° C FE,

3) (E°)° =

(ANB)°=A°NB°,

(0)
(1)
(2) AcCB= A°C B°,
(3)
(4)
()

5

0°=0eX°=X,

Viceversa: se X é un insieme munito di una corrispondenza P(X) — P(X), E —
E° che verifica le (1), ..., (5), allora si ottiene una topologia su X i cui aperti

sono definiti dalla (0).

Proposizione 2.2.5. Valgono le relazioni:
(1) X-E°=X—E,.
(2) X-E=(X-E).

Dim. Perla (1): X —E° = X —|J{A C E | A aperto} = ({X —A D
E | A aperto} = X — E. Analogamente per la (2). O

Definizione 2.2.6. Siano (X, 1) uno spazio topologico ed E C X . La frontiera
(o bordo) di E é l'insieme chiuso

Frx(E)=EnN(X — E).
Proposizione 2.2.7. Valgono le relazioni:
e E=FEUFrx(E),
o E°=F—Frx(F).
Dim. Per la prima:

EUFrx(E)=EU(EN(X-E)=(EUE)N(EU(X-E)=ENX =E.
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Per la seconda:

E—-Frx(E)=E-EnN(X-E)=(E-E)n(E-(X—E)) =

—)U(E-(X—E)=E—(X-E°)=ENE°=E"°.

2.2.1 Intorni.

Definizione 2.2.8. Sia (X, 7) uno spazio topologico ed x € X. Un intorno
di x & un sottinsieme U C X contenente un aperto V contenente x.

Da notare che U € un intorno di x se e solo se x € U°. Denotiamo con U,
la famiglia degli intorni di x in X.

Teorema 2.2.9. Sia (X, 7) uno spazio topologico. La famiglia Uy degli intorni
di © € X ha le sequenti proprieta :

0) G C X ¢ aperto se e solo se G contiene un intorno di ogni suo punto.

VUelU,=zeU,

(0)

(1)

2) UV el =UNV ely,

(3) se U € U, esiste V € U, tale che U € Uy, per ogniy € V,
(4)

4) Uecly, UCV =V €Uy,

Viceversa, se X e un insieme tale che per ogni x € X é assegnata una famiglia
di sottinsiemi Uy che verifica (1), (2), (3), (4), allora esiste una topologia su
X i cui aperti sono definiti dalla (0), per la quale Uy € una base di intorni per
ogni x € X.

Dim. Solo la (0) e la (3) necessitano dimostrazione.

(0): se G ¢ aperto, allora G = G°. Viceversa se G contiene un intorno V di
ogni suo punto, allora G = UVeuz V° e aperto.

(3): per U € U, basta prendere V = U°.

Viceversa, sia 7 la famiglia degli G € P(X) con la proprieta di contenere un
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elemento di U, per ogni z € G. Proviamo che 7 ¢ una topologia su X. Se
G; € T, Vi € I, allora si ha subito che |JG; € 7. Se I & un insieme finito,
consideriamo = € (G;. Allora x € G;, Vi € 1. Sia U; € Uy, Vi € 1. Dalla (2)
segue che U = (U; € Uy, il che conclude la dimostrazione. O

Definizione 2.2.10. Sia (X, 7) uno spazio topologico ed x € X. Una sottofa-
miglia By C U, é una base di intorni per x se per ogni U € U, esiste V € B,
tale che V. C U, cosicche

U, ={U C X |V CU, per qualcheV € B,}.

Proposizione 2.2.11. Una base di intorni B, per x € X ha le sequenti
proprieta

C e aperto se e solo se contiene un wntorno basico di ogni suo
0) GCXe 1 l G ti nt basico di ]
punto.

(1) VeB,=zxzeV,
(2) se V1, Vo € By, esiste Vi3 € B, con Vs CViNVa,

(3) se V € B, esiste Vi € Uy tale che se y € V) esiste qualche W € By con
W cV.

Viceversa, se X & un insieme tale che per ogni x € X é assegnata una famiglia
di sottinsiemi B, che verifica (1), (2), (3), allora esiste una topologia su X
i cui aperti sono definiti dalla (0), per la quale B, é una base di intorni per
ogni x € X.

Proposizione 2.2.12. Sia X uno spazio topologico ed x € X. Se E C X,
allora

1. x€E seesolose UNE#0, per ogni U € U,.
2. x € E° se e solo se esiste un intorno U € U, tale che U C E.

Dim. (1) Ogni punto dell’aperto X — E deve possedere un intorno che non
interseca E. (2) Dalla 2.2.5(2) si ha che z ¢ E implica x € (X — E)°, pertanto
esiste U € U,, tale che U C X — E, cioc UNE = (). O
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Definizione 2.2.13. Sia X = (X,7) uno spazio topologico e sia A C X.
r € X ¢ un punto di accumulazione per A se per ogni U € U, risulta
Un(A—{z}) #0.

L’insieme dei punti di accumulazione per A si chiama il derivato di A e si
indica con A'. Si ha evidentemente A = AU A’.

Definizione 2.2.14. Siano o e 7 due topologie definite sullo stesso insieme
X. Si dice che 7 ¢ pi? fine di o (e che o ¢ meno fine di 7), scritto o < T
seo CT.

2.2.2 Spazi metrici.

Definizione 2.2.15. Sia X un insieme. Una metrica su X ¢ una funzione
d: X x X = R che soddisfi le sequenti richieste:

(d1) d(z,y) >0 e d(z,y) =0 < z =1y, per ogni z,y € X,
(d2) d(z,y) = d(y,z), per ogni z,y € X,
(ds) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y), x,y,2 € X,

Uno spazio metrico ¢ una coppia (X,d), ove X ¢é un insieme e d é una
metrica su X.

Definizione 2.2.16. Sia (X,d) uno spazio metrico.
o Sex € X, per ogni € > 0, linsieme
Ua(w,e) ={y € X | d(z,y) <€}
st chiama il disco di centro x e raggio €.

o Un sottinsieme EE C X si dice aperto se per ogni x € E esiste € > 0 tale
che Ug(z,€) C E.

Si noti che :

e ogni disco Uy(z, €) & aperto.

Infatti: per ogni y € Uy(z,€) esiste 6 > 0 tale che d(x,y) < e — . Allora, per
ogni z € Uy(y,d) si ha, in base alla disugualianza triangolare (ds3), d(z,z) <
d(z,y) +d(y,2) <e—0+6 =¢, cosyz € Uy(z,e).



68 CAPITOLO 2. ELEMENTI DI TOPOLOGIA GENERALE

Proposizione 2.2.17. Gli aperti appena definiti nello spazio metrico (X,d)
costituiscono una topologia.

Dim. Siano Ap,...,A, C X aperti in (X,d) e sia x € () A;. Per ogni

i = 1,...,n esiste un disco Uy(x,¢;) C A;. Posto ¢, = min{er,..., ey}, si
ha che Uy(z,€) C A;, ognii = 1,...,n. Cioe Uy(x,€) C () A;. Quindi linter-
sezione e aperta. Le altre proprieta di una topologia sono ovvie. O

Proposizione 2.2.18. Se (X,d) ¢ uno spazio metrico e x € X, la famiglia
dei dischi di centro x costituisce una base di intorni per la topologia indotta
dalla metrica.

Esempio 2.2.1. Per ogni n > 0, la metrica usuale su R” ¢ data dalla
formula

n

d(z,y) = | Y (wr — )%,

k=1

per ¢ = (x1,...,2,) €y = (y1,...,Yn). La conseguente topologia & detta la
topologia usuale su R".
In particolare:

e per n = 1, un aperto di R & un sottinsieme A che, per ogni suo punto z,
contiene un intervallo aperto (x — €,z + €).

e per n = 2, un aperto di R? & un sottinsieme A che, per ogni suo punto
x, contiene un disco aperto (effettivo) centrato in x di raggio raggio € > 0.

e per n = 3, un aperto di R3 & un sottinsieme A che, per ogni suo punto
x, contiene una sfera aperta centrata in x di raggio raggio ¢ > 0.

Nota 2.2.19. e Uno spazio topologico si dice metrizzabile se la sua to-
pologia e indotta da una metrica nel senso sopra detto. Tuttavia una stessa
topologia puo essere indotta da metriche distinte. C’¢ quindi una differenza
tra i concetti di spazio metrico e spazio metrizzabile. Quello della metrizzabi-
lita € un problema classico ed importante della Topologia Generale.
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e Indicheremo con Met la categoria degli spazi metrici e loro funzioni
continue. Talvolta, con abuso di linguaggio, si denota sempre con Met la
sottocategoria piena di Top costituita dagli spazi metrizzabili.

2.2.3 Basi.

Definizione 2.2.20. Sia (X, 7) uno spazio topologico. Una base per la topo-
logia T € una sottofamiglia B C 7 tale che ogni aperto di T € unione di elementi
di B:

r={|J Blccn}.

BecC

In altre parole la topologia 7 puo essere ricostruita a partire da B pren-
dendo tutte le unioni di sottofamiglie di B. Allora B ¢ una base per 7 se e solo
se per GG aperto in X e x € (G, esiste qualche B C B tale che x € B C GG. Ad
esempio :

e la collezione degli intervalli aperti di R € una base per la topologia usuale.

e In ogni spazio metrico si ottiene una base considerando la famiglia di
tutti i dischi aperti centrati in ciascun punto dello spazio.

Se B & una base per (X, 7), chiameremo i suoi elementi aperti basici di X.

Teorema 2.2.21. Una collezione B di sottinsiemi é una base per una topologia
su X se e solo se:

(1> X:UBEBB7
(2) se B1,By € B ex € By N By, esiste B € B tale che x € B C B1 N Bs.

Dim. Una implicazione & ovvia. Supponiamo che B verifichi le due proprieta
e sia
r={|J BlccB}.

BecC

E’ necessario verificare solo la chiusura di 7 rispetto alle intersezioni. A ta-
le scopo siano Bi, By sottofamiglie di B, allora |J Bes, B et U0682 C sono
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elementi di 7 e si ha
(Urn NUo=U Uwmnao.
BeB; CceBs BeB; CeBs

La proprieta (2) assicura che BN C ¢ a sua volta unione di elementi di B,
quindi I'asserto a

¢ anche di verifica immediata la seguente:

Proposizione 2.2.22. B ¢ una base per la topologia di X se e solo se la
famiglia
B, ={Be€B|zc B}

e una base di intorni per x.

Proposizione 2.2.23. Sia f : X = Y una funzione continua di spazi topo-
logici e sia C una base per la topologia di Y. Allora f & continua se e solo se
f7HC) ¢ aperto in X, per ogni C € C.

Dim. Se V C Y & un aperto, allora esiste C' C C tale che V' = [Jo¢er C. Allora
rtwv=ricyd o= U o
cec cec

pertanto f~1(V) & aperto in X. O

2.2.4 Generazione di topologie.

Sia X un insieme e sia F C P(X) una famiglia di sottinsiemi di X. Denotiamo
con 7(F) la famiglia di sottinsiemi di X che sono unione di intersezioni
finite di insiemi in F.

Proposizione 2.2.24. 7(F) ¢é una topologia su X .

Dim. ¢ evidente che (), X € 7(F) e che 7(F) & chiusa rispetto alle unioni, per
la sua stessa definizione. Si deve solo provare che 7(F) & chiusa rispetto alle
intersezioni finite. Siano allora A, As € 7(F), essendo,

Al = U( ﬂFj), Ay = U( mFJ)

ki€eK;y jEJkl keKs jGJk2
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ove Ji, , Ji, sono insiemi finiti e F; € F. Si ha

ANe=(U OBy JoN Bn=

k1€ K, jEJkl keKo jEJ]Q
= U N m
ke K1UK> jEJleJJkQ

e quindi 'asserto. O

Si dice che 7(F) ¢ la topologia generata da F su X. Essa ¢ la topologia
meno fine su X rispetto alla quale gli elementi di F sono aperti. Si dice anche
che F ¢ una sottobase per la topologia 7(F). Allora:

F ¢ una sottobase per la topologia di X se la collezione delle intersezioni
finite di elementi di 7(F) costituisce una base per la topologia di X.

Proposizione 2.2.25. Per una applicazione f : X — Y tra spazi topologici
sono equivalenti:

1) f ¢é continua.

2) f7YF) ¢ chiuso in X, per ogni F chiuso inY .

3) L’%immagine inversa di un aperto sottobasico di Y e aperta in X.

(1)
2) f
(3)
(4) Per ognix € X e per ogni W € Uy, esiste V € Uy tale che f(V) C W.
(5) f(A) C f(A), per ogni A C X.

(6) f~Y(B) c f~Y(B), per ogni BC Y.

Dim.(1) < (2) e (1) < (3) sono evidenti.

(1) = (4): poiche f~Y(W) € U,, basta prendere V = f~H(W).

(4)= (5):se AC X ex € A, alloraVNA# 0, perogni V el,. Se W € Uy,
e V elU, ¢ tale che f(V )CWs1ha

D# (VA CrV)nfA) cWnf(A),
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quindi f(z) € f(A).
(5) = (6): posto A = f~1(B), allora

f(A) C f(A)=ff"Y(B)=Bnf(X)CB

da cui

X B)=Ac ff'(A) c fTU(B).

(6) = (2): poiché F & chiuso per ipotesi si ha f~1(F) C f~(F) e quindi
I'ugualianza, cosicche f~1(F) & chiuso. 0

Proposizione 2.2.26. Sia f : X — Y una funzione continua aperta e
biiettiva, allora f & un omeomorfismo.

Dim. Basta considerare che A ¢ aperto in X se e solo se f(A) & aperto in
Y. Allora, considerata f=! : Y — X, segue che f~!(A) & aperto poiche
A= ff71(A). 0
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2.3 Limiti.

In questa sezione proveremo, tra le altre cose, che la categoria Top degli spazi
topologici € completa e cocompleta.

2.3.1 Topologie iniziali.

Sia {f; : X — X; | i € I} una famiglia di funzioni, ove X ¢ un insieme e
X; = (Xj, ) € uno spazio topologico, per ogni i € I. La topologia iniziale
(o debole) 7 su X, indotta da tale famiglia ¢ la meno fine topologia che rende
continue tutte le funzioni f;, ¢ € I. Allora 7 & la topologia su X generata dagli
insiemi della forma f;l(Ui) con U; aperto in X, per ogni i € I.

Proposizione 2.3.1. Se X ha la topologia iniziale indotta dalla famiglia { f; :
X = X, |t €1} eY é uno spazio topologico, una funzione g :' Y — X &
continua se solo se e continua f; o g, per ogni i € I.

Dim.Una direzione ¢ ovvia. Supponiamo che X abbia la topologia iniziale

indotta dalle f; e che ciascuna composizione f; o g sia continua. Allora, per
ogni aperto U; C X; deve essere

(fiog) " (U:) = g7 ' [f7 1 (UW)]

aperto in Y, quindi g & continua, poicheé g~! conserva le unioni e le intersezio-

ni. O

Se (X,7) & uno spazio topologico e Y C X ¢& un sottospazio, allora la
topologia relativa su Y ¢é quella iniziale indotta dalla funzione di inclusione
e:Y — X. (In questo caso la famiglia {f;} si riduce alla sola funzione e)

Si noti che se X ha la topologia iniziale indotta dalla famiglia {f; | i € I}
e Y ha la topologia iniziale indotta dalla funzione continua g : Y — X, allora
Y ha la topologia iniziale indotta dalla famiglia {f;0g | i € I}.

2.3.2 Prodotti.
Sia {(X;,7;) | i € I'} una famiglia di spazi topologici e sia

[[Xi=A{e:T-JXi|2() e Xi,VieT}
i€l el
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il prodotto in Set. Se x € [[;c; Xi, posto x; = (i), la i—esima coordinata
di z, scriveremo = = (z;);es. Si ha quindi

7TZ‘:HXZ'—>XZ', 7Ti(33)=xi, Vi el.
el
Nel caso X; = X, Vi € I, allora
[[%i=X"={2:1— X | tutte}.
el
Poniamo su [],c; X; la topologia debole indotta dalla famiglia delle proiezioni

{m; | i € I'}. Tale topologia :

e ¢ la cosiddetta topologia prodotto o di Tychonoff ed ¢ quella che
usualmente si considera su [[;.; X,

e ¢ la topologia generata dagli insiemi della forma 7, 1(Ui), per U; C X;
aperto, pertanto ha per aperti i sottinsiemi che sono unioni di intersezioni
finite del tipo

con U;, C X;, aperto.

Proposizione 2.3.2. Gli aperti della topologia di Tychonoff su [[;c; Xi sono
gli insiemi del tipo [[,c; Ui, ove :

e U, C X; ¢ aperto,
o U, = X;, per quasi tutti gli i € I.

Dim. Esercizio. O

Si noti che nel caso di un prodotto finito, ad esempio X [[Y = X x Y, gli
aperti sono della forma U x V,con U C X e V C Y aperti.

Teorema 2.3.3. [[,.; X; con la topologia di Tychonoff ¢ il prodotto in Top
della famiglia {(X;,7;) | i € I} di spazi topologici. Pertanto la categoria Top
e dotata di prodotti.
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Dim. Se {fi: Z — X; | i € I} ¢ una famiglia di funzioni continue, allora per
la proprieta universale del prodotto in Set esiste un’unica funzione f : Z —
[Lic; Xi che commuta il diagramma

X
f
Z Hiel Xi

Poiche 7; o f = f; & continua, per ogni 7 € I, dalla Prop.1.1 segue che f &
continua. O

Ricordiamo che una funzione continua g : X — Y si dice aperta (risp. chiu-
sa) se porta insiemi aperti (risp. chiusi) di X in insiemi aperti (risp. chiusi)
diY.

Proposizione 2.3.4. Le proiezioni 7w;, © € I, del prodotto sono funzioni
continue aperte ma non chiuse.

Dim. Sia 7rl-_11(U2- )JN---N W&I(Uin), un aperto basico di [[;.; X;. Allora si ha

Tl Un) NN L (U)] = 0, se j # ixy . i,

11 in
Wj[W;I(Ui )ﬂ---ﬂﬂ{nl(Ui )] =Ui,, sej=i,.
In R2 si consideri I'insieme
A={(z,y) | 2y —1 =0}

A & chiuso ma 71 (A) = {x |  # 0} non lo &. O

2.3.3 Egualizzatori.

Siano f,g : X — Y due funzioni continue tra spazi topologici e sia (E,e) il
loro egualizzatore in Set. consideriamo F con la topologia di sottospazio di
X, cosicche e : F — X e continua:

E - X

%

S

Y
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se s : S — X e una funzione continua tale che fos = gos. Per la proprieta
universale dell’egualizzatore in Set esiste un’unica funzione ¢ tale che eot = s.
Ancora dalla Prop.1.1 segue che t & continua.

Allora Top ¢ dotata di egualizzatori.

Teorema 2.3.5. Top ¢ completa.

Dim. La completezza deriva dal Teorema di completezza. Va notato che i
pull-back in Top si ottengono, come in Set, da prodotti ed egualizzatori. O

Definizione 2.3.6.

(1) Una famiglia di funzioni {f; : X — X; | i € I} separa i punti di X se,
dati x # y in X, esiste un indice i € I per cui fi(x) # fi(y).

(2) Una famiglia di funzioni {f; : X — X; | i € I} separa i punti dai
chiusi di X se, dati x € X, FF C X chiuso non contenente x esiste un
indice 1 € I per cui fi(z) ¢ fi(F).

Proposizione 2.3.7. Siano X = (X,7), X; = (Xi, ) spazi topologici, per
ognii € I e sia {f; : X — X; | i € I} una famiglia di funzioni continue. Sono
equivalenti :

o la famiglia {f; | i € I} separa i punti di X e 7T ¢ la topologia iniziale da
essa indotta,

o l'unica funzione continua e : X — [[;c; Xi indotta dalla proprieta uni-
versale del prodotto € una immersione. e si chiama funzione continua
di valutazione.

Dim. Supponiamo che e sia una immersione, allora e(X) € un sottospazio del
prodotto e ha quindi la topologia iniziale indotta dalla famiglia {m; .(x) | i € I}.
Segue che X ha la topologia iniziale indotta da {m;oe = f; | i € I}. Se
poi x # y in X, allora e(x) # e(y), pertanto esiste un indice i € I tale
cher(e(2)) # mi(e(y)), ciod fi(x) # fily).

Viceversa, se {f; | ¢ € I} separa i punti di X allora, se z # y in X ¢ fi(z) =
mi(e(x)) # fi(y) = mi(e(y)), quindi e(x) # e(y) ed e & iniettiva. Sepoi U C X &
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un aperto, poiche X ha la topologia iniziale indotta dalle f;, possiamo supporre
che U = fi_l(V), p. q. V C X; aperto. Allora:

U= fi (V)= Imijex) o e) (V) = e i (V)]

da cul si ricava

e(U) = 7r1-|_e1

(X)(V) =m (V) Ne(X),

cosicche e(U) ¢ aperto in e(X). Infine X ha la topologia iniziale indotta da e,
cioe & una immersione. O
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2.4 Colimiti.

2.4.1 Topologie finali.

Sia {fi : X; — X | i € I} una famiglia di funzioni, ove X ¢ un insieme e
X; = (X;, ;) € uno spazio topologico, per ogni ¢ € I. La topologia finale
(o forte) 7 su X, indotta da tale famiglia, & la pi? fine topologia che rende
continue tutte le funzioni f;, ¢ € I. In questo caso un insieme U C X & un
aperto se e solo se fi_l(U) ¢ aperto in X;, per ogni ¢ € I.

Proposizione 2.4.1. Se X ha la topologia finale indotta dalla famiglia

eY é uno spazio topologico, una funzione g : X — Y é continua se solo se ¢
continua g o f; per ogni i € 1.

Dim. Una direzione ¢ ovvia. Supponiamo che X abbia la topologia finale
indotta dalle f; e che ciascuna composizione g o f; sia continua. Allora, per
ogni aperto V' C Y deve essere

(gofi) ' (V) = fi g™ (V)

aperto in X;, per ogni i € I, pertanto g~ (V) deve essere aperto in X e quindi
g € continua. a

Se g : X — Y ¢ una funzione continua suriettiva ed Y ha la topologia
finale 7, indotta da g, allora si dice che Y ¢ uno spazio quoziente di X e la
topologia di Y si chiama anche topologia quoziente. Si ha

7, ={G CY | g '(G) apertoin X}.
Proposizione 2.4.2. Siano g: X =Y, h:Y — Z due funzioni continue.
e se g e h sono funzioni quoziente, tale é pure ho g,
e se hog e una funzione quoziente, allora h é funzione quaziente.

Proposizione 2.4.3. Seg: X — Y ¢é una funzione continua suriettiva aperta
oppure chiusa, allora & una funzione continua quoziente.
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Dim. Se 7 ¢ la topologia di Y e 7, ¢ la topologia quoziente, allora 7 < 7,. Sia
U € 75 Siha g71(U) aperto in X, ma U = g(g~*(U)) & aperto in Y, cioe
Uer. a

Esempio 2.4.1. Consideriamo 'intervallo I = [0, 27| come sottospazio di R,
con la topologia usuale e sia S = {(z,y) € R? | 22 4+ y? = 1} la circonferenza
unitaria, anch’essa come sottospazio di R?, con la topologia usuale. La fun-
zione f : I — S, f(z) = (cosz,sinx), & continua e chiusa. Allora S & uno
spazio quoziente di I.

2.4.2 Coprodotti.

Sia {(X;,7;) | i € I} una famiglia di spazi topologici e sia
[1xi. w:Xi>][Xviel
el el

il coprodotto in Set. Poniamo su [],.; X; la topologia finale indotta dalla
famiglia delle iniezioni {v; | 7 € I}. Se ?fz : X; — X | i € I} ¢ una famiglia di
funzioni continue, allora esiste un’unica funzione h : [[,.; X; — X tale che

X
h
X Hiel Xi

commuta per ogni i € I. In base alla Pro.2.1 h & continua. Allora Top &
dotata di coprodotti.

Notiamo che nel caso in cui [ [;.; X; sia effettivamente una unione disgiunta
e le v; sono le inclusioni, allora U C [[,.; X; € aperto se e solo se U N X; &
aperto, per ogni ¢ € I.

i€l

2.4.3 Coegualizzatori.

Siano f,g: X — Y due funzioni continue tra spazi topologici e sia (Q, ¢) il loro
coegua-lizzatore in Set. Consideriamo @ con la topologia quoziente indotta
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da q:

f
X:g:y

- Q
N A

S
se s : S — X e una funzione continua tale che so f = so g, per la proprieta
universale del coegualizzatore in Set esiste un’unica funzione t tale che toq =

s. Ancora dalla Prop.2.1 segue che t ¢ continua. Allora Top ¢ dotata di
coegualizzatori.

Teorema 2.4.4. Top é cocompleta.

Dim. La cocompletezza deriva dal Teorema di completezza duale. Va notato
che i push-out in Top si ottengono, come in Set, da coprodotti e coegualizza-
tori. O
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2.5 Decomposizioni.

Sia X = (X, 7) uno spazio topologico e sia D una partizione o decomposizio-
ne di X. Sia poi P : X — D la funzione suriettiva ove P(x) ¢ I'unico elemento
di D che contiene x € X. Dotiamo D della topologia quoziente indotta da P.
Tale topologia risulta cos%deﬁnita: F C D e¢apertose esolose | J{F | F e F}
¢ aperto in X.

D si chiama lo spazio di decomposizione di X e P ¢ la funzione di
decomposizione.

Teorema 2.5.1. Sia f : X — Y wuna funzione quoziente. Sia D la decom-
posizione i cui elementi sono gli insiemi del tipo f~(y), y € Y. FEsiste un
omeomorfismo h : Y — D che commuta il diagramma

X
Y " D
Dim. & chiaro che f~'(y) = f~!(2) se esolo se y = z. Definiamo allora

h : Y — D ponendo h(y) = f~'(y), per ogni y € Y. Allora il diagramma
e certamente commutativo in Set. Da h o f = P si ricava che h e conti-
nua poiche P & continua ed f & una funzione continua quoziente. Inoltre h
¢ suriettiva poiche tale @ P. h ¢ iniettiva perche da f~'(y) = f~'(v') segue
y = f(f Y% = f(fY(y)) = v. L'inversa di h ¢ la funzione g : D —
Y, g(f~*(y)) =y, che & continua poiche go P = f. O

Possiamo commentare quanto sopra affermando che: ogni spazio di de-

composizione € uno spazio quoziente e, viceversa, ogni spazio quo-
ziente & (isomorfo a) uno spazio di decomposizione.

Naturalmente ogni decomposizione D definisce una relazione di equivalen-
za su X, e viceversa. Se R ¢ una relazione di equivalenza su X, allora la
decomposizione di X indotta da R ¢ I'insieme X/R. Si dice spazio di identi-
ficazione di X lo spazio di decomposizione D = X/R e la funzione continua
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di decomposizione P : X — X/R si dice la funzione di identificazione.
Possiamo considerare i seguenti casi:

e Dato uno spazio topologico X, identificare i suoi punti x ed 2’ significa
considerare lo spazio quoziente ottenuto dalla relatione di equivalenza su X
che tale che x ~ 2’/ e che lascia equivalenti solo a se stessi tutti gli altri
punti. In generale, se A & un sottospazio di X, si possono identificare tutti
i punti di A ad un solo punto, ponendo cioe ¢ ~ y < x,y € A, lasciando
equivalenti solo a se stessi tutti gli altri punti. Lo spazio quoziente ottenuto si
denota X/A. Ad es., la 2—sfera, cioe la sfera di R? si ottiene dal cercio/disco
D? = {(x,y) € R? | 22 + y? < 1}, identificando ad un singolo punto il bordo
St ={(z,y) e R? | 22 + 4> =1}

k >k ok
La n—sfera S" = {(z1,...,2n) € R® | 37 a? < 1} & il bordo della (n + 1)—palla/boccia D1 =
{(z1,...,zn) ER™ | YT 2? <1}

e Siano X ed Y due spazi topologici con X NY = . Se A C X & un chiuso
ed f: A—Y & continua, si consideri il push-out

A : X

fl qu

qy
Y X1I,Y

che (Teor. 2.3) si ottiene dal coprodotto (unione disgiunta)

Y iny X H Y inx X

come coegualizzatore

inx o f

X

q
XIIY X1, Y

iny oa

Allora X [] £ Y ¢ il quoziente di X [1Y rispetto alla relazione = ~ f(x) per
ogni x € A. In questo caso si parla di incollamento di X ad Y tramite la
funzione di incollamento f.
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Proposizione 2.5.2. La funzione continua quoiziente q: X [[Y — XHf Y
ha le sequenti proprieta :

(1) gy € un omeomorfismo su q(Y) e q(Y) e chiuso in X [[,Y,
(2) gx—a € un omeomorfismo su q(X — A) e q(X —A) & aperto in X [, Y,

Dim. (1): gy ¢ continua ed iniettiva. Sia ' C Y un chiuso, allora I & chiuso
in XJ[Y esi ha F = ¢ !(g(F)). Poiche q & funzione continua quoziente,
segue che ¢(F) & chiuso in X [[,Y e quindi in ¢(Y).

(2): tale affermazione si puo dimostrare esattamente come la precedente, op-
pure osservando che lo spazio X [] fY ha come insieme sostegno l'insieme
(X-A)uY. 0

2.5.1 Esempi.

e La circonferenza S! si ottiene come spazio quoziente dell’intervallo [0, 7]
rispetto alla relazione indotta dalla decomposizione

D={{z} | 0<z<2r}U{0,2r}.

—_ =

0 27 St 0~

e Il cilindro S! x [0,27] si ottiene come spazio quoziente del rettangolo
[0, 27] x [0, 27]

rispetto alla relazione (0, x) ~ (27, ), V x € [0, 27].

(0, 27) (2w, 27)

(0,0) (2m,0)

S [0, 2] = ([0, 2] x [0,27])/ ~
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e [l toro T' ¢ la superficie che si ottiene dal cilindro sopra identificando le due
circonferenze di bordo, cioe

T = (S % [0,27])/ ~

ove (z,0) ~ (z,2m), V z € [0, 27].

Sia X uno spazio topologico e consideriamo il prodotto X x [0, 1].

e il cono su X e lo spazio quoziente

AX = (X x [0,1])/ ~, (z,1) ~ (y,1), Vz,y€ X.

e la sospensione di X ¢ lo spazio quoziente

XX =X x[1,-1))/~, (z,1)~(y,1)e (z,—1)~ (z,—1), Yz,yec X.

s

N
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2.6 Fattorizzazioni.

Proposizione 2.6.1. Nella categoria Top
(1) @ monoestremali sono le immersioni topologiche,
(2) gli epiestremali sono le funzioni quoziente.

Dim.
(1) Sia f : X — Y un’immersione e sia f = moe una fattorizzazione con e un
epimorfismo. Si consideri il diagramma commutativo

X f1X]
A m Y

con 'ovvio significato dei simboli. Definiamo ¢ : Z — f[X] ponendo g(z) =
m(z). Tale definizione & ben posta poiche, essendo e suriettiva si ha m(Z) C
f[X]. Alloram = iog ed anche iogoe = moe = io f', da cui goe = f’. Poiche
f' & un omeomorfismo si ha (f’ 1o g) o e = id. Allora e & un omeomorfismo,
essendo un epimorfismo invertibile a sinistra.

Viceversa, se f : X — Y e un monoestremale, considerata la sua fattorizza-
zione P

X f1X] Y

segue subito che f’ & un omeomorfismo.

(2) Sia f : X — Y una funzione quoziente ed sia f = moe una sua fattorizza-
zione con m un monomorfismo. Allora anche m & un quoziente (2.4.2), infine
un omeomorfismo.

Viceversa, se f: X — Y e un epiestremale, consideriamo la fattorizzazione

q

X - X/, —I v

ove v ~ ' & f(x) = f(2') e f([z)] = f(x). Poiche f & iniettiva, segue che
essa un omeomorfismo. O
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Proposizione 2.6.2. La categoria Top ammette fattorizzazioni (€, M) ove
(1) € = epimorfismi, M = immersioni topologiche,
(2) &€ = funzioni quoziente, M = monomorfismi.

Dim. Le fattorizzazioni indicate sono, rispettivamente, quelle costruite nel-
la dimostrazione della Proposizione 2.6.1. Per concludere la dimostrazione si
coinsiderino (1.1.4) e (2.4.2) O
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2.7 Convergenza in uno spazio topologico.

Definizioni 2.7.1.

(1) Un insieme diretto ¢ un preordine (1.1.2(6)) (A, <) con la proprieta
che:
per ogni A1, Ao € A esiste A € A con A\, Ao < A

(2) una rete (net) in un insieme X € una funzione ¢ : A — X, X\ — x).
Scriveremo ¢ = (T))xeA-

(3) Se (M, <) é un altro insieme diretto, una funzione monotona e cofinale
v : M — A & una funzione tale che:

-1 < pe = y(p) < v(p2),
-VAXeEATpueM con \<~y(u).

(4) La composizione pory : M — X ¢é una rete in X denotata (zx,), e n che
st chiama la sottorete di (z))ren definita da 7.

(5) Sia X uno spazio topologico e (x\)ren una rete in X. Si dice che la rete
converge ad x € X, o che x ¢ un limite della rete, scritto Ty — x se

VYUEU, Ay €N tale che x) €U, V> Ay.

Linsieme degli elementi x) della rete, per A > \g, costituiscono la coda
della rete definita da \g.

(6) Un punto di accumulazione per (z))xep € un punto x € X tale che:

YUEU,, YVXEA IAX>Ng con x)eU.

Proposizione 2.7.2. Sia E C X e sia (z)) una rete in E. Se xyx — x, allora
rekb.

Dim. Ogni intorno di z interseca F in una coda di (x)), pertanto ’asserto
(]
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Teorema 2.7.3. Se (x)\)acp € una rete in X allora insieme dei punti di
accumulazione di (xx)xepn coincide con linsieme dei limiti delle sottoreti con-
vergenti di (Tx)xeA-

Dim. Sia y € X. Se esiste una sottorete che converge ad y allora y & eviden-
temente un punto di accumulazione per la rete. Viceversa: sia y un punto di
accumulazione per di (x))xea. Si consideri I'insieme

'={\U)|UeclUy, U}
diretto dalla relazione
()\1,U1) < ()\Q,Ug) = )\1 < )\2, U2 C Ul.

Allora la funzione h : I' — A, h(A\,U) = X & cofinale e la sottorete da essa
definita converge ad y. Infatti: siano Uy € Uy e A\g € A con ), € Uy. Allora
(Mo, Up) € T ed poi (\,U) > (Ao, Up) implica U C Uy, cos% xy € Uy, per
A > Ao. O

Teorema 2.7.4. Sia f: X — Y wuna funzione continua e sia xy — x in X.
Allora si ha f(xy) = f(z) in Y.

Dim. Sia V' € Uy, allora f~Y(V) € U,, quindi esiste \g € A tale che
zy € f7HV), per ogni A > Ao, segue f(xy) € V, per ogni A > Ag. O

Teorema 2.7.5. Una rete (x))ren in un prodotto [[;,c; Xi converge ad x se
e solo se mi(xy) — mi(z) in X;, per ogni i € I.

Dim. Una implicazione segue subito dal teorema precedente. Supponiamo che
mi(xzx) = mi(z) in X;, per ogni ¢ € I. Un intorno basico di x nel prodotto &
della forma

7T»_1(UZ‘1) n---N 7["_1(Uin)-

21

Si ha che, per ogni k = 1,...,n, esiste A;, € A tale che m;, (z)) € U;,. Posto
allora \g = maz{\;, | k=1,...,n}, segue che, per ogni A > X,

:E,\€7TZ-_11(UZ' )ﬂ"'ﬂﬂi_nl(Ui )



2.8. ASSIOMI DI SEPARAZIONE. 89

2.8 Assiomi di Separazione.

2.8.1 La categoria Topg.

Sia X = (X, 7) uno spazio topologico. Diremo che X & uno spazio Ty se
verifica il seguente assioma:

To : per ogni coppia di punti distinti x,y € X esiste V € 7 tale che x € V
etyg V.

Denoteremo con Topg la sottocategoria piena di Top costituita dagli spazi
To.

2.8.2 Proprieta generali.

(1) & chiusa rispetto ai sottospazi, cioé: un sottospazio di uno spazio Ty
ancora 1j.

(2) e chiusa rispetto ai prodotti: se [[,.; X; ¢ il prodotto di una famiglia di
spazi Ty, anch’esso & uno spazio Tj.
Infatti, se z,y € [[,c; X; sono due punti distinti, allora per un certo in-
dice i € I deve essere x; # y;, quindi esiste in X; un aperto V; contenente
x; e non y;. Allora 7, L(V;) & un aperto del prodotto che contiene z e
non y.

(3) & chiusa rispetto ai coprodotti.

(4) Non & chiusa rispetto ai quozienti, cioé un quoziente di uno spazio Tj
non ¢ necessariamente 7Tj.

(5) L’immagine continua di uno spazio Tp non € necessariamente 7.
Si consideri, ad esempio, X = {x,y} con le topologie 7 = {0, {z}, {z,y}}
e o = {0,{z,y}}. La funzione identica di (X,7) in (X, o) & continua,
ma mentre (X, 7) ¢ Tp, (X, o) non lo e.
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2.8.3 Identificazione T .

Sia X = (X, 7) uno spazio topologico arbitrario. Poniamo in X la seguente
relazione di equivalenza

v~y < {rp={y}, VazyelkX,
cioe tutti gli intorni di x contengono y, e viceversa.

Sia To(X) = X/~ lo spazio quoziente dotato della funzione quoziente
ax : X — Tp(X).

o To(X) é uno spazio Ty.
Infatti: se [z] # [y], allora esiste un intorno di uno dei due punti che non
contiene I'altro. Ad esempio esiste U € U, tale che y ¢ U. Allora [z] € qx(U) e
ly] ¢ qx(U), essendo gx (U) un intorno aperto di [z] poiche = € U C ¢ qx (U).

e Sia X € Top e sia f : X — Y una funzione continua con Y € Topg.
C’¢ un triangolo commutativo in Set

X XL To(X)
\ J,f‘
f
Y

ove flz] = f(z), Yz € X. Se tale funzione & ben definita essa & automatica-
mente continua ed e 'unica che rende commutativo il diagramma. Proviamo

che -
{z} ={y} = f(@) = f(y).
Se fosse f(x) # f(y), allora esisterebbe un aperto U di Y contenente f(x) e

non f(y). Quindi z € f~Y(U) et y ¢ f~1(U), cosl z ¢ {y}.
Sia ora f: X — Y una funzione continua qualunque. Per quanto sopra esiste
un diagramma commutativo un diagramma commutativo

ax
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ove To(f)[x] = [f(x)], Vx € X. Si & ottenuto un funtore Ty : Top — Topg
detto identificazione Tj. Questo ha la proprieta che, per ogni X € Top ed
Y € Topg, ¢’¢ una biiezione

TOpO(To(X), Y) = TOp(X, E(Y))v

Proposizione 2.8.1. L’identificazione Ty € aggiunto a sinistra del funtore di
immerstone E : Topg — Top.

Esempio 2.8.1. Una pseudo metrica su un insieme X & una funzione
d: XxX—>R

che soddisfa le seguenti richieste:
(1) d(x,z) =0 per ogni x € X,
(2) d(z,y) = d(y, z), per ogni z,y € X,
(3) d(z,y) <d(zx,z) +d(z,y), per ogni z,y,z € X,

Uno spazio pseudometrizzabile € uno spazio la cui topologia € indotta da una
pseudometrica. Se si pone in X la relazione di equivalenza z ~ y < d(x,y) =0
si ottiene su X/ ~ una metrica definendo d*([z], [y]) = d(z,y). Lo spazio topo-
logico che si ottiene e 'identificazione Ty dello spazio di partenza [Esercizio].
Sia PsMet la categoria degli spazi pseudometrici e loro funzioni continue.
Con la costruzione precedente si ottiene un un funtore 7y : PsMet — Met,
aggiunto a sinistra dell’inclusione E : Met — PsMet.

2.8.4 La categoria Top;.

Sia X = (X, 7) uno spazio topologico. Diremo che X ¢ uno spazio 7} se
verifica il seguente assioma:

T4 : per ogni coppia di punti distinti x,y € X sono separati, cioé esistono

intornt U € Uy, e V €Uy tali che x ¢ V ety ¢ U.
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Denoteremo con Top; la sottocategoria piena di Top costituita dagli spazi
T;.
Si ha:

Ty = Ty, cioe Topi C Topyg,

ma Ty # T1. Ad esempio, X = {z,y} con la topologia 7 = {0, {z}, X} & Ty
ma non 77.

Teorema 2.8.2. Per uno spazio topologico X = (X, T) sono equivalenti:
(1) X ¢ T,
(2) punti di X sono chiust,

(3) ogni sottinsieme di X ¢ intersezione di tutti gli aperti che lo contengono.

Dim. (1) = (2): se X ¢ Ty allora X —{xz} ¢ aperto poiche, per ogniy € X —{z}
esiste intorno di y non contenente x, cioé¢ contenuto in X — {x} .
(2) = (3): sia A C X, allora

A= )X —{z}).

¢ A

(3) = (1): ogni z € X ¢ intersezione di tutti i suoi intorni aperti, pertanto se
x # y deve esistere un intorno aperto di x che non contiene y e simmetrica-
mente per y. O

2.8.5 Proprieta generali .

(1) & chiusa rispetto ai sottospazi, cioé: un sottospazio di uno spazio T ¢
ancora 11,

(2) e chiusa rispetto ai prodotti: se [[;.; X; ¢ il prodotto di una famiglia di
spazi 17, anch’esso € uno spazio 71;.
Infatti, se x,y € [[;c; X sono due punti distinti, allora per un certo
indice ¢ € I deve essere x; # y;, quindi esistono in X; un aperto U;
contenente x; e un aperto V; contenente y;, tali che x; ¢ Vi, vy; ¢ U,.
Allora 7=Y(U;) e 7= (V) sono aperti del prodotto che contengono = e
non ¥, rispettivamente, ma non viceversa.
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(3) & chiusa rispetto ai coprodotti.

(4) Non & chiusa rispetto ai quozienti, cioé un quoziente di uno spazio T
non ¢ necessariamente 717.
Infatti, un quoziente di uno spazio X € Topi e T3 se e solo se gli elementi
della decomposizione associata sono chiusi in X.

(5) L’immagine continua di uno spazio 77 non ¢ necessariamente 77.

2.8.6 Identificazione T} .

Due punti di uno spazio topologico x,y € X sono topologicamente indi-
stinguibili se essi hanno esattamente gli stessi intorni cioe, U, = U,. X
€ uno spazio Ry, o anche uno spazio simmetrico, se ogni coppia di punti
topologicamente distinguibili sono separati.

Proposizione 2.8.3. Per uno spazio topologico X sono equivalenti le sequenti
condizioni:

(1) X ¢ uno spazio Tj.
(2) X ¢é uno spazio Ry ed uno spazio Tj.

Dim. E’ chiaro che (1) = (2). Per il viceversa: siano z,y € X due punti
distinti. Allora per Tg essi sono topologicamente distinguibili, quindi separati
per Rp. O

Dato uno spazio topologico X, si consideri la relazione di equivalenza
T~y S Uy =U,y.

I1 quoziente Ry(X) rispetto a tale relazione si dice simmetrizzazione di X.
Denotiamo Sym la categoria degli spazi simmetrici. Ry : Top — Sym e
un funtore aggiunto a sinistra dell’immersione Sym C Top. Infatti: siano
X € Top, S € Sym e f : X — S una funzione continua. Se z,y € X
sono tali che f(z) # f(y), esiste in S un intorno U di f(z) che non contiene

f(y), allora f~1(U) & un intorno di = che non contiene y, cos3[z] # [y]. Si
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pud quindi definire f : Ro(X) — S ponendo f([z]) = f(z) e questa & 'unica
funzione continua che commuta il diagramma

X— ™ L Ry(X)

essendo rx : X — Ro(X) la funzione quoziente.
Componendo tale funzione quoziente con identificazione T di Ro(X)

X "X+ Ro(X)— % | TyRy(X)

si ottiene 'identificazione 17 di X. Si definisce cos% un funtore 7T : Top —
Top1, aggiunto a sinistra dell’inclusione E : Top; — Top, quindi anche Topy
€ una sottocategoria riflessiva di Top.

2.8.7 Spazi di Hausdorff. Top,.

Sia X = (X, 7) uno spazio topologico. Diremo che X & uno spazio T» oppure
uno spazio di Hausdorff, se verifica il seguente assioma:

To : per ogni coppia di punti distinti x,y € X esistono aperti disgiunti U, V'
tali chex e U ety e V.
Si dice che U eV separano x ed y.

Denoteremo con Topgz la sottocategoria piena di Top costituita dagli spazi
T5. Si ha:

Ty = Ty, cioe Tops C Topy,
ma T} % T5. Ad esempio, sia X un insieme infinito con la topologia cofinita,

cioe la topologia in cui i chiusi sono i sottinsiemi finiti. Allora X & T3, poiche
i punti sono chiusi, ma non 75.
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2.8.8 Proprieta generali.

(1)

(2)

()

¢ chiusa rispetto ai sottospazi, cioe: un sottospazio di uno spazio T, &
ancora Tb.

¢ chiusa rispetto ai prodotti: se [[;c; X; ¢ il prodotto di una famiglia di
spazi T5, anch’esso & uno spazio T5.

Infatti, se x,3y € [[;c; Xi sono due punti distinti, allora per un certo
indice ¢ € I deve essere x; # y;, quindi esistono in X; aperti disgiunti U;
contenente x; e V; contenente y;. Allora 7, 1(Ui) em, 1(Vz) sono aperti
disgiunti del prodotto che contengono x e y, rispettivamente.

¢ chiusa rispetto ai coprodotti.

Non ¢ chiusa rispetto ai quozienti, cioe un quoziente di uno spazio Tb
non € necessariamente 7T5.

Infatti, sia R dotato della topologia 7 generata dagli intorni usuali dei
punti z # 0, mentre gli intorni basici di 0 sono gli insiemi della forma
(—e,;e) —Aovee>0ed A={1/n|neN}. Allora X = (R,7) ¢ T5 ed
A ¢ chiuso in X. Se ¢: X — X/A ¢ la funzione quoziente i punti ¢(0)
e q(A) di X/A non possono essere separati da aperti disgiunti. Quindi
X/A # Topa.

Sia X il sottospazio di R? costituito dalle rette y = 0 ed y = 1. Sia D la
decomposizione di X ottenuta identificando i punti (x,0) ed (z,1), per
x #0. Se p: X — X/D ¢ la funzione quoziente i punti p(0,0) e p(0, 1)
non possono essere separati in D.

L’immagine continua di uno spazio 75 non € necessariamente 75.

Teorema 2.8.4. Per uno spazio topologico X = (X, T) sono equivalenti:

(1)
(2)
3)

X € Topa2,
sex € X, allora per ogniy € X, y # x, esiste U € Uy cony ¢ U,

per ogni x € X si ha

() U={z}

Ueldy,
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(4) la diagonale A C X x X é chiusa.

Dim. (1) = (2): siano z,y punti distinti di X e siano U e V aperti disgiunti
che li separano. Allora y ¢ U.

(2) = (3): sex £y ey ¢ U, per qualche U € U,, allora y ¢ Nuew, U.

(3) = (4): proviamo che il complementare A¢ di A & aperto in X x X. Se
(x,y) € A€, allora x # y. Da (3) segue che esiste U € U, con y ¢ U. Si ha che

U x U & un intorno aperto di (z,y) in A€, che quindi & aperto.
(4) = (1): se x # y, & (z,y) ¢ A, quindi esiste U x V € U, tale che
(UxV)NA=0. Allora (2.1(11)) UNV = . Cos; X € Topa. O

Proposizione 2.8.5. Sia X € Tops ¢ sia A C X infinito. Allora x € A’ se
e solo se ogni intorno di x contiene un’infinita di punti di A.

Dim. Una implicazione ¢ evidente. Supponiamo che z ¢ A’, allora esiste
U € U, tale che UN (A — {z}) = {x1,...,z,}. Allora U — {z1,...,z,} € un
intorno di x che non interseca A. Infatti, per ogni i = 1,...,n, si ha che
U — {x;} contiene un aperto contenente x. 0

Proposizione 2.8.6.

(1) Se f: X =Y ¢ continua e Y € Topa, l'insieme

C={(z1,22) | f(z1) = f(z2)}
e chiuso in X x X.

(2) Se f: X = Y ¢ aperta, suriettiva e C' ¢ chiuso in X x X, allora
Y € Topa.

(3) Se f,g: X =Y sono continue e Y € Topg, l'insieme
A={ze X | f(z) =g(z)}
e chiuso in X.

(4) Se A ¢ denso in X, cioe A= X, allora f = g.
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(5) Gli epimorfismi di Topa sono le funzioni continue ad immagine densa.
Quindi in Tops gli epimorfismi sono pi? numerosi delle funzioni conti-
nue suriettive.

Dim. (1): sia (z1,22) # C, allora f(z1) # f(x2), quindi esistono intorni aperti
disgiunti f(x1) € U ed f(x9) € V. Si ha che f~1(U) x f~1(V) & un intorno
aperto di (x1,x2) che non interseca C, il quale ¢ allora chiuso.

(2): Siano f(z1) # f(x2) punti distinti di Y, cosi(z1,z2) # C. Allora esistono
intorni aperti 1 € U ed 25 € V tali che C N (U x V) = (). Poiche f & aperta
si ottiene che f(U) ed f(V) sono intorni aperti di f(z1) ed f(x2), risp., e vale
fO)nfv)=0.

(3): si consideri il diagramma

e si noti che risulta A =< f,g >~ (A). Poiche Y & T segue che A & chiuso.
(4) e (5) seguono immediatamente dalle precedenti. O

Proposizione 2.8.7. Nella categoria Top,
(1) i monoestremali sono le immersioni topologiche chiuse,

(2) gli epiestremali sono le funzioni quoziente.

Dim.
(1) Sia f : X — Y un’immersione chiusa I’asserto si prova analogamente a
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(2.6.1).
Viceversa, se f : X — Y € un monoestremale, consideriamo la fattorizzazione

X [f(X)i -Y

allora f’ & un epimorfismo, segue che ¢ un omeomorfismo.
Anche la prova di (2) ¢ analoga a quella di (2.6.2). O

Proposizione 2.8.8. La categoria Topy ammette fattorizzazioni (€, M) ove
(1) € = epimorfismi, M = immersioni topologiche chiuse,
(2) &€ = funzioni quoziente, M = monomorfismi.

Dim.
(1) La fattorizzazione & quella esibita nella Proposizione precedente.
(2) Come in (2.6.3).

2.8.9 Identificazione 75.

Sia X = (X, 7) uno spazio topologico arbitrario. Consideriamo la relazione di
equivalenza su X definita come segue:

x~ye fle)=fly), Vf: X = Z, V Z € Topas.

Proviamo che lo spazio quoziente X/~ & Tj:

siano [z] # [y], allora esiste uno spazio Z € Topz ed una funzione continua
f X — Z per cuirisulta f(x) # f(y). Esistono in Z aperti disgiunti f(x) € U
e fly) € V, quindi z € f~YU) ey € f~1(V) sono aperti disgiunti di X.
Detta poi ¢ : X — X/~ la funzione continua quoziente, segue che q(f~(U))
e q(f~1(V)) sono intorni disgiunti di [x] e [y], risp., in X/~. Infatti, se fosse

2] € a(f~HW)) Na(FH(V)) = a(fTHU)) N (FTHV)),
allora risulterebbe 2z € f~1(U) N f~1(V)).
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Chiamiamo lo spazio X/~ = T5(X) la identificazione T, ("largest Hau-
sdorff quotient”) di X.
Anche in questo caso si ottiene un funtore

T5 : Top — Topa2
che ¢ aggiunto a sinistra dell’inclusione E : Tops — Top.

Sia gx : X — T»(X) la funzione continua quoziente e sia f : X — Y, Y €
Tops, una funzione continua. Si ha un diagramma commutativo

X x T (X)
\ Jf"

f
Y

ove f : To(X) — Y ¢ la funzione continua definita da f([z]) = f(x).

C’e solo da verificare che f sia ben definita, ma questo discende subito dalla
definizione di T5(X). Evidentemente f & 'unica funzione continua che rende
commutativo il triangolo sopra.

Quanto visto ci assicura dei seguenti fatti:

—_—~—

e se f: X — Y ¢ una qualunque funzione continua allora T>(f) = qy o f
e definita dalla commutativita di

ax

X T>(X)

fl sz(f)

Y 4 To(Y)

e per ogni X € Top e per ogni Y € Topz c¢’¢ una biiezione (naturale)
oxy : Top2(T2(X),Y) — Top(X, E(Y)),
con l'unita di aggiunzione data da

{gx : X — ETy(X) | VX € Top}.
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2.8.10 Spazi regolari. Tops.

Uno spazio topologico X = (X, 7) si dice regolare se verifica il seguente as-
sioma:

Reg dato un punto v € X ed un chiuso A C X non contenente x, esistono
aperti disgiunti U e V tali che x € U et AC V.

Uno spazio indiscreto ¢ sempre regolare, quindi la regolarita non implica T,
a meno che i punti dello spazio non siano chiusi.

T3 : Uno spazio topologico X = (X, T) é uno spazio T3 se ¢ Ty e regolare.

Denoteremo con Tops la sottocategoria piena di Top costituita dagli spazi
T3. Si ha:
T3 = T,, cioe Tops C Topsq,

ma il viceversa non vale. Se X & la retta reale con la topologia definita in
2.6.7, essa & Th. D’altra parte 'insieme A = {2 | n € N} & chiuso ma non pud
essere separato da 0. Allora Ty % T3.

Teorema 2.8.9. Per uno spazio topologico X = (X, T) sono equivalenti:
(1) X é regolare,

(2) per ogni x € X e per ogni aperto x € U esiste un aperto v € V con
Vcu,

(3) per ogni x € X esiste una base di intorni costituita da chiusi.

Dim. (1) = (2): sia X regolare e z € U un aperto. Allora X — U ¢ un
chiuso che non contiene z, quindi esistono aperti disgiunti V,W con x € V e
X —U C W. Poiche X — W e un chiuso contenuto in U e contenente V, segue
’asserto.

(2) = (3): basta applicare (2) a tutti i punti di X.

(3) = (1): sia A C X un chiuso e x ¢ A. Allora X — A & un intorno di z. Per
ipotesi esiste un chiuso B tale che x € B C X — A. B° e X — B sono aperti
disgiunti che separano x ed A. O



2.8. ASSIOMI DI SEPARAZIONE. 101

2.8.11 Proprieta generali.

(1) & chiusa rispetto ai sottospazi, cioé: un sottospazio di uno spazio T3 &
ancora T3.

(2) e chiusa rispetto ai prodotti: se [[;.; X; ¢ il prodotto di una famiglia di
spazi T3, anch’esso € uno spazio T3;.
La parte T} ¢ nota. Sia {X; | i € I'} una famiglia di spazi regolari e sia
[Tic; X il loro prodotto in Top. Se = € [[,c; X, sia 751 (Uay) N+ N
Tat(Ua,) un suo intorno. Allora ciascun Uy, € un intorno di zq, in Xa,,
pertanto U,, contiene un intorno chiuso Fy, di z,,. Allora W_I(Fal) N
-+~ N7 1(Fy,,) & un intorno chiuso di # contenuto in 75 (Ua,) N -+ N

(3) & chiusa rispetto ai coprodotti.

(4) Non & chiusa rispetto ai quozienti, cio¢ un quoziente di uno spazio T3
non ¢ necessariamente 73.
Sia T' = {(x,y) € R? | y > 0} con la seguente topologia:

- gli intorni di (z,y), y > 0, sono quelli usuali,

- se z ¢ un punto dell’asse z, un suo intorno ¢ un insieme del tipo {z} U
A, essendo A linterno di un disco nell’interno del semipiano positivo,
tangente all’asse x in z (piano di Moore). I' & T3 poiche si vede facilmente
che ogni punto ammette una base di intorni chiusi. Denotiamo con @
ed I gli insiemi dei punti razionali, risp. irrazionali, dell’asse z. @ ed
I sono chiusi di I" che non possono essere separati da aperti disgiunti.
Poniamo Y = X/D, ove D ha elementi @, ed i puntidi I'— (QUI)}. Y
non e 15 poiche @ ed I non possono essere separati da aperti disgiunti.

(5) L’immagine continua di uno spazio T3 non ¢ necessariamente T5.

2.8.12 Spazi di Tychonoff. Top3%.

Uno spazio topologico X = (X,7) si dice completamente regolare se
verifica il seguente assioma:

CReg : dato un punto x € X ed un chiuso A C X non contenente x, esiste una
funzione continua f : X — [0,1] tale che f(x) =0et f(y) =1, Yy € A.
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Ogni spazio completamente regolare e regolare. Infatti se X e completa-
mente regolare ed A € un chiuso di X con z ¢ A, sia f: X — [0,1] continua
trale che f(z) = 0, f(A) = 1. Allora f~([0,1)) ed f~'((3,1]) sono aperti
disgiunti di X che contengono x ed A, rispettivamente. Di contro uno spazio
competamente regolare non ¢ necessariamente di Hausdorff: si consideri uno
spazio indiscreto con pi? di un punto.

T3% : Uno spazio topologico X = (X, 7) € uno spazio T3% o di Tychonoff
se ¢ 11 e completamente regolare.

Top;1 o anche Tych indicano la sottocategoria piena di Top costituita
2
dagli spazi di Tychonoff.
T,1 = T3, ma il viceversa non vale. Infatti, esiste uno spazio regolare
2

per cui ogni funzione continua a valori reali ¢ costante (S. Willard, General
Topology).

2.8.13 Proprieta generali.

(1) & chiusa rispetto ai sottospazi, cioe: un sottospazio di uno spazio di
Tychonoff & ancora di Tychonoff.

(2) ¢ chiusa rispetto ai prodotti: se [[,.; X; ¢ il prodotto di una famiglia di
spazi di Tychonoff, anch’esso ¢ uno spazio di Tychonoff.
Sia {X; | i € I} una famiglia di spazi di Tychonoff e sia [[;.; X; il loro
prodotto in Top. Sia z € [[,c; X; ed

7 (U) N0 (Uy),

(2

con U, C X;,, k=1,...,n, un intorno aperto di . Per ogni tale k£
esiste una funzione continua f; : X;, — [0,1] tale che

felzi,) =1,  fr(X;, —Ux) =0.

Definiamo

g: [[Xi = 0,1), g(z) = min{fi(z:,) | k=1,...,n},
el

allora g(z) = 1 mentre g svanisce fuori da 7ri_11(U1) NN Y(U).

in
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(4) Non ¢ chiusa rispetto ai quozienti, cio¢ un quoziente di uno spazio T51
2

non ¢ necessariamente 141 .

2

(5) L’'immagine continua di uno spazio 731 non ¢ necessariamente T;1.
2 2

Proposizione 2.8.10. Sia F = {f; : X — X; | i € I} una famiglia di funzioni
continue che separa i punti dai chiusi di X. Allora

(1) X ha la topologia iniziale indotta da F,

(2) se X € Topy la funzione continua di valutazione e : X — [[;c; Xi € una
immersione.

Dim. (1): proviamo che la famiglia
{f7(V) |i€el,V C X, aperto}

¢ una base per la topologia di X. Se G C X & un aperto, per ogni « € G
esiste ¢ € [ tale che fi(z) ¢ fi(X — G). Esiste quindi un aperto V' C X; tale
che fi(z) € Ve VN fi(X — G) = 0. Segue che f;'(V) & un intorno aperto di
x tale che

NN X -G Cc M WMNfHX -G 71V N fi(X - @) =0.

1

quindi f; (V) C G.
(2): in ambiente T} la famiglia separa i punti, pertanto l'asserto segue da
(2.3.7). 0

Sia X uno spazio completamente regolare. Denotiamo con C*(X) I'anello
delle funzioni a valori reali, continue e limitate:

C'(X)={f:X —[0,1] | f continua}.
Si ha:

Proposizione 2.8.11.
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(1) X ¢é completamente regolare se e solo se C*(X) separa i punti dai chiusi
di X, pertanto X ha la topologia debole indotta da C*(X).

(2) Uno spazio topologico X ¢é di Tychonofff se e solo se é (omeomorfo a)
un sottospazio di qualche cubo.

Dim. (2): per ogni insieme A si ha che lo spazio prodotto [0, 1]4 & di Tychonoff,
allora se X C [0,1]* anche X ¢ di Tychonoff. Viceversa, se X ¢ di Tychonoff,
da

[07 1}0(

per f € C*(X) e [0,1]f = [0,1], da 2.6.6(1) e 2.6.7(1), segue che e & una im-
mersione O

2.8.14 1l funtore di completa regolarizzazione.

Sia X = (X,0) € Top;. Sia ¢’ la topologia debole indotta su X da C*(X).
Allora ¢’ < o, la funzione identica id : (X,0) — (X, 0’) & continua e (X,0’) &
completamente regolare.

Nota che la continuita delle f € C*(X) ¢ intesa rispetto alla topologia o
assegnata su X.

La completa regolarita di (X, o’) segue dalle Prop. 2.3.7 e 2.6.8(2).

Proposizione 2.8.12. Se f : (X,0) — Y, Y € Tych, ¢é continua, allora é
continua anche f: (X,0') =Y.

Dim. Infatti: sia G C Y un aperto. Per la proposizione precedente, si ha
che G' & una unione di intersezioni finite di insiemi della forma f;'(U;) con
U; aperto in [0,1], per f; € C*(Y). Poiche ciascun fi_l(Ui) € o/, segue che
1@ ed. O



2.8. ASSIOMI DI SEPARAZIONE. 105

Poniamo 7(X) = (X,0’) e sia 7x : X — 7(X) la funzione continua iden-
tica. Per ogni funzione continua f : (X,0) — Y, Y € Tych, esiste allora
un’unica funzione continua f che commuta il diagramma

X = 7(X)
\ lf.
f
Y

Per ogni X € Top e per ogni Y € Tych c’¢ allora una biiezione (naturale)
¢xy : Tych(r(X),Y) — Top(X, E(Y)).

Quanto sopra ci permette di definire un funtore 7 : Top — Tych, ag-
giunto a sinistra dell’inclusione E : Tych — Top, quindi anche Tych & una
sottocategoria riflessiva di Top.

7 prende il nome di funtore di completa regolarizzazione (+77) o Tycho-
novizzazione degli spazi topologici.

Proposizione 2.8.13. Siano X;, i € I, spazi topologici, allora:
1] X: € Top;, 7=01,2331 = X;eTopj j=0,1,2331, i€l
el

Dim. Proviamo l'asserto per 7 = 2, gli altri casi si provano in modo ana-
logo. Siano z; # y; € X;. Siano poi z € Wi_l(xi) ed y € ﬂz_l(yz) Allora
r#ye]llic Xs, cosl esistono aperti disgiunti z € A ed y € B nel prodotto.
Poiche le proiezioni sono aperte segue che z; € m;(A) e y; € m;(B) sono aperti
disgiunti di Xj. O

2.8.15 Spazi Normali. Top,.
Uno spazio topologico X si dice normale se vale:

Nor se A,B C X sono chiusi disgiunti, esistono aperti disgiunti U,V C X
tali che ACU eB CV.
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Uno spazio normale e T3 si dice uno spazio Ty. Topy4 denota la sottocategoria
piena di Top degli spazi normali e 77.

Proposizione 2.8.14. Se A, B sono chiusi disgiunti di uno spazio di Hau-
sdorff X, esistono aperti disgiunti U,V C X tali che ACU e BCV.

Dim. In base a 7.2.2(2), oper ogni a € A esiste U € U, tale che UNnB=1.
Poich¢ A ¢ compatto, esistono aperti Uy,...,U, tali che U; N B = (), per
i=1,...,ned

i=n
Acv=Ju.
i=1
Allora V & un aperto contenente A e X —V & un aperto contenente B. a

Teorema 2.8.15. (Lemma di Urisohn) Per uno spazio topologico X sono
equivalenti le sequenti affermazioni:

e X ¢ normale,

e se A, B C X sono chiusi disgiunti di X, esiste una funzione continua
f:X —0,1] tale che f(A) =0 ed f(B) = 1.
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2.9 Compattezza.

2.9.1 Spazi Compatti. Comp.

Se X = (X, 7) & uno spazio topologico, un ricoprimento aperto di X ¢ una
famiglia U C 7 di aperti la cui unione da tutto X.

Definizione 2.9.1. Uno spazio topologico X si dice compatto se ogni suo
ricoprimento aperto U ammette un sottoricoprimento finito. Cioé esiste una
sottofamiglia finita F C U che ricopre X.

Ad esempio:

e R non & compatto: il ricoprimento {(—n,n) | n € N} non ammette un
sottoricoprimento finito.

e [ =10,1] & compatto.
Infatti: sia U un ricoprimento aperto di I e poniamo

K ={x €1 |[0,z]e ricoperto da un numero finito di elementi di I/}.

Allora 0 € K, se x € K e 0 < b < x, anche b € K. Segue che K ¢ un
sottointervallo di I contenente 0. Osserviamo poi che, per x € K, x # 1,
ogni sottofamiglia finita di U che ricopre [0, x|, ricopre anche [0,z + €],
per qualche € > 0. Allora K ¢ aperto in I e quindi ¢ della forma [0, k).
Si ha che k € K: se U ¢ un intorno aperto di k in I, allora aggiungendo
U ad un qualunque ricoprimento finito di K, si ottiene un ricoprimento
finito di [0, £]. Quindi K ¢ un sottoinervallo contemporaneamente aperto
e chiuso di I, pertanto K = I.

Denoteremo con Comp la sottocategoria piena di Top costituita dagli spa-
zi compatti e con CompTs la sottocategoria piena di Topsg costituita dagli
spazi compatti di Hausdorff.

Da (2.6.14) si ottiene

Proposizione 2.9.2. CompT, C Top,.
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Proposizione 2.9.3. Sia X uno spazio topologico,

(1) se X é compatto ed A C X ¢é chiuso, allora A é compatto.

(2) se X € Topa, A C X ¢ compatto e x ¢ A allora x ed A possono essere
separati da aperti disgiunti.

(3) se X € Topz ed A C X ¢é compalto, allora A é chiuso in X.

(4) Uimmagine continua di uno spazio compatto é compatta. In particolare
Comp ¢ chiusa rispetto ai quozienti.

(5) sia f: X =Y continua, X € Comp ed Y € Topa. Allora f é chiusa.

Dim. (1) Sia U un ricoprimento aperto di A. Per ogni U € U esiste un aperto
Vo di X tale che U = VynA. Allora {Vi; | U € U}U(X — A) & un ricoprimento
aperto di X. Quindi &/ ammette un sottoricoprimento finito.

(2) Per ogni y € A esistono aperti disgiunti « € V,(y) e y € V,. Allo-
ra {V; NA |y € A} & un ricoprimento aperto di A il quale ammette un
sottoricoprimento finito

{Vi,,NA,....V, nA},

cioe A= (V,, NA)U...,U(V,, NA). Allora Uy =V, U...,UV,, & un aperto
di X contenente A e U, = V. (y1) N...,NV,(yn) € un aperto di X contenente
2. Si ha evidentemente U, N Uy = 0.

(3) Se x € X — A, per quanto sopra esistono aperti disgiunti € U, ed A C Uyu.
Allora U, C X — A, cos% X — A ¢ aperto.

(4) Sia f : X — Y una funzione continua suriettiva con X uno spazio
compatto. Se V & un ricoprimento aperto di Y allora

V) ={rtv) [ vevs
¢ un ricoprimento aperto di X che ammette un sottoricoprimento finito
), V)

Finalmente {Vi,...,V,} & un sottoricoprimento finito di V.
(5) Se F' C X & chiuso, allora F' & compatto ed ¢ compatto anche f(F') in Y.
Finalmente f(F') e chiuso. O
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Lemma 2.9.4. (Tube lemma) Siano X,Y spazi topologici con Y compatto.
Se N ¢ un aperto di X xY contenente una “slice” xg X Y, allora N contiene
un “tubo” W x Y, essendio W un intorno di xg in X.

Dim. N & unione di elementi basici U x V con U e V apertiin X e Y rispect-
tivamente. Poiche zp x Y & compatto (¢ omeomorfo ad Y'), solo un numero
finito U; x V4,...,U, x V,, di tali elementi basici ricoprono xg x Y. Possiamo
assumere che ciascuno degli elementi basici U; x V; intersechi xg x Y. Defi-
ne W =U;N---NU,. L'insieme W & aperto e contiene xy. Proviamo che
W xY C N. Sia (z,y) € W x Y. Poiche il punto (z¢,y) € in qualche U; x V;
segue che y € V;. D’altra parte x € W C Uj;, quindi ’asserto. O

Piossiamo dare ora la seguente caratterizzazione degli spoazi di Tychonoff.

Proposizione 2.9.5. Per uno spazio topologico X sono equivalenti le sequenti
affermazioni:

(1) X ¢ di Tychonoff,
(2) X ¢é omeomorfo ad un sottospazio di uno spazio compatto di Hausdorff.

Dim. L’imlicazione (1) = (2) ¢ ovvia. Per il viceversa: se X ¢ omeomorfo
ad un sottospazio di uno spazio compatto di Hausdorff Y, allora poiche Y &
anche normale (2.7.2), dal Lemma di Urisohn segue che X ¢ di Tyconoff.

O

Teorema 2.9.6. (Bolzano-Weierstrass)
Ogni sottinsieme infinito di uno spazio compatto ammette un punto di accu-
mulazione.

Dim. Sia X € Comp ed A C X infinito. Supponiamo che A non abbia punti
di accumulazione: allora, per ogni x € X esiste un intorno x € U, tale che
Uy N A C {z}. Poiche {U, | x € X} & un ricoprimento aperto che ammette un
sottoricoprimento finito {Uy,, ..., U, }, segue che

A=ANX=AN U, U---UU,,) C{x1,..., 20}



110 CAPITOLO 2. ELEMENTI DI TOPOLOGIA GENERALE

che contraddice 'ipotesi che A sia infinito. O
Il teorema precedente insieme alla (2.6.5), sono gli strumenti per provare il

seguente

Teorema 2.9.7. (Heine-Borel)
Un sottinsieme A C R"n > 0 é compatto se e solo se é chiuso e limitato (cioé
esiste k > 0 tale che d(x,y) <k, Vz,y€ A).

Dim. Se A ¢ compatto nello spazio di Hausdorff R™, allora e chiuso. Per
ogni z € A, le bocce aperte B(z, 1) costituiscono un ricoprimento di A, quindi
esiste un insieme finito {B(x1,1),..., B(zy,1)} di insiemi limitati che ricopre
A, il quale & pertanto limitato. Viceversa si consideri nla i-esima proiezione
mi : R — R esia B; = m;(A) C R. Essendo A limitato anche B; deve essere
limitato, infatti se d(z,y) < k in R™, allora anche d(x;,y;) < k in R. Segue

AC ﬁBz C ﬁb[ai,bi],
=1 =1

ed essendo 'ultimo spazio compatto di Hausdorff, segue che anche A & com-
patto. O

Definizione 2.9.8. Una famiglia di sottinsiemi di un insieme X ha la PIF
(= propriet? della intersezione finita) se ogni sua sottofamiglia finita ha
intersezione non vuota.

Teorema 2.9.9. Per uno spazio topologico X sono equivalenti:
(1) X ¢é compatto,
(2) ogni famiglia di chiusi con la PIF ha intersezione non vuota.
(3) ogni rete in X ha un punto di accumulazione,

Dim. (1) = (2): sia {F; | ¢ € I} una famiglia di chiusi di X con la FIP
e supponiamo che (,.; F; = 0. Allora {X — F; | i € I} & un ricoprimento
aperto di X. Essendo X compatto esiste un sottoricoprimento finito X =
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U1 (X — Fy). Allora (;_, F, = 0, che contraddice I'ipotesi.
(2) = (1): Siald = {U; | i € I} un ricoprimento aperto di X. La famiglia di
chiusi {X — U; | ¢ € I} ha intersezione vuota

Nx-U)=x-{JUi=0.

el i€l

Supposto che non esista un sottoricoprimento finito di U/, allora, per ogni scelta
i1y-..,0n € I si ha

UyU---ul;, #X = (X-Uy,)N---N(X-U;,) #0,

il che contraddice la PIF.

(2) = (3): sia (x))aea una rete che non ammette punti di accumulazione.
Allora, per ogni x € X esistono U, € U, e Ay € A con z) ¢ U,, per ogni
A > A;. La famiglia di chiusi {X — U, | * € X} ha allora la PIF, cosicche
Npex (X —Uz) # 0, che contraddice il fatto che di |, . , Ur = X.

(3) = (1): Sia F = {F; | i € I} una famiglia di chiusi di X con la PIF.
Definiamo una rete in X come segue:

sia

A:{{’il,...,in}|i1,...,in€I,nEN},
Alz{ila"'vik} < )\2:{j17"'7jn}<:>)\1C)\2-

Poiche F ha la PIF, fissato un qualunque A = {iy,...,4,} fissiamo un z) €
ﬂiz’f F;, , costruendo in tal modo una rete (x) in X. Tale rete ammette per
ipotesi un punto di accumulazione x € X, pertanto esiste per (2.5.2) una sua
sottorete (x),) che converge ad x. Proviamo che x € [);; F;. Si noti che per
ogni ¢ € I esiste per cofinalita un puq tale che \,, > {i}. Allora, per ogni

Ay = {in ey i} > Ay > i,

si ha che x), € F;; N---NF; NF; C F;. Poiche z), — x e F; ¢ chiuso, deve
essere x € F;, il che conclude la dimostrazione. O

* ok %
Da notare che nel corso della dimostrazione (3) = (1) si & fatto uso dell’assioma della scelta. In

effetti il Teorema di Tychonoff che segue & equivalente all’assioma della scelta.
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Teorema 2.9.10. (Tychonoff) Un prodotto di spazi topologici é compatto se
e solo se ogni spazio fattore ¢ compatto.

Dim. Si noti che se il prodotto € compatto, la compattezza dei fattori segue
da 2.7.2(4) sopra. Viceversa, sia (x))rea una rete in [[;.; X;. Per ogni i € I
si ottiene una rete (m;(zy) in X;. Per ipotesi ed in virt? di (2.5.3), esiste una
sottorete (m;(x~,;)) che converge ad un punto y; € X;. Consideriamo il punto

y = (yi) € [lie; Xi e sia

7T-_1(Ui ) - ﬂ’/T~_1(Uin)

11 in

un intorno basico di y. Si noti che ciascun U;,, & = 1,...n, ¢ un intorno
aperto di y;, in X;,. Segue che esiste A} € A tale che 7;, (z,,) € Uj,, per ogni
Vi > )\?k e per ogni k=1,...n. Posto \* = ma:n{)\?k | k=1,...n} siottiene,
per ogni y; > A* e per ogni k =1,...n, che m;, (z+,) € Uj,. A questo punto
si ha che, per ogni v; > A\*, risulta
Try; € 7rz‘_1177i1 (x%) AR ﬂ-i_nlﬂ—in (w%) - 7Tz‘_11(Ui ) A---n W;il(Uin%

quindi y & punto di accumulazione per (x))aca. In base a (2.7.5) segue la
compattezza di [],.; X;. O

Corollario 2.9.11. Ogni cubo [0,1]4, A € Set, ¢ uno spazio compatto e di
Hausdorff.

2.9.2 La compattificazione di Stone-Cech.

Abbiamo visto che se X & uno spazio di Tychonoff, allora X si immerge in un
cubo:

Hf € Cc*(X) [0, 1]f

~ |-

[07 1]f

per [0,1]y =[0,1], V f € C*(X), attraverso la funzione continua di valutazione

e. Poniamo (X)) = e(X). Allora S(X) ¢ compatto, inquanto chiuso di uno
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spazio compatto, e di Hausdorff.

B(X) si chiama la compattificazione di Stone-Cech di X. Si ha in
effetti un funtore
B : Tych — CompTsa,

ove con CompTs si indica la categoria degli spazi compatti di Hausdorff.
Infatti:

sia h : X — Y una funzione continua di spazi di Tychonoff e si consideri il
diagramma:

X X erc*(x)[o,l]f

dove h & P'unica funzione continua indotta dalla proprieta universale del pro-
dotto tale che : mgop = my 0 h, per ogni g € C*(Y). Si ha he(X) C e(Y).
Infatti, se x € X, per ogni g € C*(Y), si ha

mg(hex (2)) = mganex (x) = (g 0 h)(x) = mgey (h(x)).

Segue la commutativita del quadrato : hoe x = ey oh.

In base a (2.2.25), dal fatto che h(e(X)) C he(X) C e(Y), segue l'asserto,
cioe h: B(X) — B(Y). Si pone h = S(h).
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* % %
Si & usato il seguente fatto: se f: X — Y & continua ed A C X allora

f(A) C f(A).
Infatti: da A C f=1f(A) C f~1f(A) segue A C f~1f(A). Infine, f(A) C ff~1f(A) C f(A).

Notiamo che nel caso in cui Y sia compatto, allora Y = B(Y). Si ha
pertanto la nota situazione

X = 5(1()
\ Y

che esibisce 8 : Tych — CompT2 come aggiunto a sinistra dell’inclusione
E : CompTs — Tych.

oxy : CompTy(5(X),Y) = Tych(X, E(Y)),

¢ la biiezione di aggiunzione, per ogni X € Tych e per ogni ¥ € CompTs.
Pertanto CompT2 & sottocategoria riflessiva di Tych, con unita di aggiun-
zione {ex : X — B(X) |V X € Tych}. Nota che ex ¢ una immersione ad
immagine densa, pertanto € un epimorfismo in CompTs.

Nota 2.9.12. Se X ¢é uno spazio topologico qualunque, si puo considerare
la sua Thichonovizzazione 7(X) e poi di questa fare la compattificazione di
Stone-Cech B(7(X)). Tale costruzione fornisce una riflessione di CompTy
i Top.
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2.10 Spazi Localmente Compatti.

Definizione 2.10.1. Uno spazio topologico X si dice localmente compatto
se ogni suo punto ha un intorno compatto.

Teorema 2.10.2. Per uno spazio di Hausdorff X sono equivalenti:
(1) X é localmente compatto.

(2) ogni punto ammette una base di intorni compatti, cioé per ogni x € X
ogni intorno aperto U € U, contiene un intorno compatto K C U.

(3) per ogni punto x € X ed ogni intorno aperto U € U, esiste un intorno
aperto pi? piccolo V- C U la cui chiusura é compatta e contenuta in U :

reVcVcU.

Dim. Le implicazioni (3) = (2) = (1) sono evidenti.

(1) = (2): sia z € X e siano K un intorno compatto di z e U € U,. Posto
V = (KNU)° risulta V € U,. Notiamo che V & a sua volta compatto e di
Hausdorff, quindi regolare. In base a (2.6.5), poiche¢ V & intorno di x in V,
segue che esiste W € U, tale che

reWcCVcCVcU,

con W intorno compatto di .
(2) = (3): supponiamo che per ogni x € X ogni intorno aperto U € U,
contenga un intorno compatto K C U. Allora

reK°cKcUCcX.

Poiche X & di Hausdorff segue che K & chiuso in X. Posto V = (K°) si ha
V C K.V ¢ anche chiuso in K, quindi compatto. Segue ’asserto. O

Si ricordi I'aggiunzione (1.3.6 (1)) tra i funtori

(—) x X, Hom(X, —) : Set — Set,
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con le biiezioni di aggiunzione
¢y.z : Hom(X x Y, Z) — Hom(X, Set(X, Z)).
ove, per f: X xY — Z, la funzione oy = ¢x y(f) € definita da:
ap:Y = Hom(X,Z2), yw— fy: X =2, [fy(x)=f(z,y).

Di seguito ci occupiamo della possibilita di estendere tale aggiunzione alla
categoria Top degli spazi topologici.
In generale, dati due spazi topologici X e Y, si possono pero assegnare sull’in-
sieme Hom(X,Y") diverse topologie, non sempre ottenendo il risultato voluto.

Definizione 2.10.3. Dati due spazi topologici X eY. La topologia compatta-
aperta sull’insieme Hom(X,Y") delle funzioni continue da X a'Y ¢ quella
generata dai sottinsiemi del tipo M(A,U), ove A C X ¢é compatto e U CY ¢
aperto, definiti da

M(AU)={f:X =Y | f(A) c U}

Denoteremo con Top(X,Y") lVinsieme Hom(X,Y') dotato della topologia compatta-
aperta.

Nota 2.10.4. Si osservi che nel caso in cui X = {x} sia lo spazio puntiforme,
allora ¢’¢ un ovvio omeomorfismo Y = Top({*},Y).

Proposizione 2.10.5. Siano X e Y spazi topologici, con Y di Hausdorff.
Allora anche Top(X,Y') é di Hausdorff.

Dim. Siano f # ¢g : X — Y funzioni continue. Esiste z € X tale che
f(z) # g(x). Consideriamo aperti disgiunti U,V con f(z) € U ed g(z) € V.
Segue M ({z},U)NM({z},V) = 0. O

Nota 2.10.6. Nei teoremi che seguono faremo uso della caratterizzazione della
continuita di una funzione f : X — Y data in (2.2.25): f & continua se e solo
se per ogni x € X e per ogni W € Uy, esiste V € U, tale che f(V) C W.
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Teorema 2.10.7. Siano Y e Z spazi topologici, con Y localmente compatto.
La funzione (di valutazione)

ev:Y xTop(Y,Z) = Z, (y,f) = f()

é continua, essendo Y x Top(Y, Z) dotato della topologia prodotto e Top(Y, Z)
della topologia compatta-aperta.

Dim. Sia (z,f) € Y x Top(Y,Z) e sia U € Z un aperto tale che f(z) € U.
f~1(U) & aperto in Y ed essendo Y localmente compatto, esistono un com-
patto V. C Y ed un aperto U’ C Y tale che x € U' C V C f~1(U).
U x M(V,U) & aperto in X x Top(Y,Z) e (x,f) € U" x M(V,U). Pro-
viamo che ev(U’ x M(V,U)) C U. Sia (2/, f') € U x M(V,U), allora a2’ € U’
e poiche f/(U’) C f/(V) C U si ha che f/(z) € U. 0

Teorema 2.10.8. Siano X,Y, Z spazi topologici e sia f : X XY — Z una
funzione continua. é allora continua la funzione

Oéle-)TOp(X,Z), nyy:X%Z’ fy(ﬂf):f(l‘,y)

Dim. Sia y € Y e M(A,U) aperto di Top(X,Z) contenente f,. Allora
f(a,y) € U per ogni a € A. Essendo f~}(U) aperto in X x Y, {y} x A C
FHU). Siha f~Y(U) N (X x A) aperto in X x A. Cos {y} x A C f~1(U)n
(X x A). Poiché A & compatto, segue (2.7.2) che esiste U’ C X aperto con
r€U etaleche U x A C f~H(U)N(X x A) C f~HU). Allora f(U' x A) C U,
il che equivale a dire f,/(a) € U, per ogni o’ € U’. Segue f, € M(A,U), cioe
ap(U") C M(A,U). O

Teorema 2.10.9. Siano X,Y, Z spazi topologici e sia Y localmente compatto.
Sia g : X — Top(Y, Z) continua. Allora la funzione By : X XY — Z data da
(z,y) — g(z)(y) é continua.

Dim. Si ha che la funzione 3, ¢ data dalla composizione

X xY 2% Top(Y, Z) x Y 5 Y x Top(Y, Z) % Z
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(z,y) = (9(2),y) = (y,9(x)) = g(2)(y),

cioe By = evoTo (g xid), essendo 7 : Top(Y,Z) xY — Y x Top(Y, Z) la
funzione continua di inversione data da (f,y) — (y, f). La continuita di g,
segue allora dal teorema precedente. a

Corollario 2.10.10. Sia X localmente compatto, per ogni Y, Z spazi topolo-
gici, si ha un omeomorfismo

ay,z : Top(X xY,Z) = Top(Y, Top(X, 7)), ayz(f) = ay.
Dim. ay,z ¢ biiettiva ed ammette come inversa

By,z : Top(Y, Top(X, Z)) — Top(X x Y, Z), By,z(g9) = By-

Si noti che, per ogni altro spazio topologico W, si hanno biiezioni naturali
Hom (W, Top(X, Top(Y, Z))) = Hom(W x X, Top(Y, Z)) =

>~ Hom(W x X x Y, Z) = Hom(W, Top(X x Y, Z))

indotte dalle opportune funzioni a e 5. Si ricava allora che, per W = {x},
in base a (2.8.4), si ottiene precisamente la biiezione oy z. Inoltre, poiche gli
Hom-funtori

Hom(—, Top(X, Top(Y, Z))), Hom(—, Top(X x Y, Z)) : Top — Set

sono naturalmente isomorfi, ay,z ¢ un omeomorfismo. O
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2.11 Spazi compattamente generati. Cg.

Definizione 2.11.1. Uno spazio di Hausdorff X é compattamente gene-
rato se sono verificate le sequenti condizioni equivalenti:

o ' C X e chiuso se e solo se FFN K ¢ chiuso in X, per ogni compatto
KcX,

o A C X é aperto se e solo se AN K ¢ aperto in X, per ogni compatto
K cCX.

Denotiamo con Cg la sottocategoria piena di Tops costituita dagli spazi com-
pattamente generati.

Lemma 2.11.2. Sia X uno spazio di Hausdorff. Se per ogni A C X e per
ogni x € A esiste un compatto K C X per cui x € AN K, allora X € Cg.

Dim. Sia A C X tale che AN K & chiuso in X, per ogni compatto K C X. Se
x € A, allorar € ANK = AN K. Segue allora che A & chiuso in X. O

Proposizione 2.11.3. Ogni spazio di Hausdorff localmente compatto é com-
pattamente generato.

Dim. Sia X uno spazio localmente compatto, sia A C X e sia a € A. Esistono
K C X un compatto e U € U, tali che a € U C K. Allora AN K ¢& aperto in
K, ma anche (AN K)NU ¢ aperto in U, quindi in X.

O

Definizione 2.11.4. Sia (X, 7) uno spazio topologico. Un sottinsieme A C X
st dice k-chiuso, risp. k-aperto, se, per ogni spazio compatto di Hausdorff
Y e per ogni funzione continua g : Y — X, g~'(A) ¢ chiuso, risp. aperto, in
Y.

Ogni sottinsieme chiuso di X ¢ evidentemente k-chiuso e la famiglia dei
k-chiusi di X determina una topologia k(7) su X pi? fine di quella data 7.
Se indichiamo con kX linsieme X con la topologia k(7), allora la funzione
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identica id : kX — X e continua.
Si noti anche che, per ogni Y € Top, una funzione f : X — Y & continua se e
solo € continua f: kX — Y.

Proposizione 2.11.5. Uno spazio topologico X é compattamente generato se
e solo seid : kX — X é un omeomorfismo.

Dim. Sia X compattamente generato e sia A C X k-chiuso. Per ogni compat-
to K in X, sia i : K — X Dinclusione. Allora i !(A) = K N A & chiuso in K
e quindi in X, essendo X di Hausdorff. L’altra direzione ¢ evidente. O

Lemma 2.11.6. Sia X un spazio compattamente generato e sia Y uno spazio
di Hausdorff. Una funzione f : X — Y é continua se e solo se é continua
quando considerata come funzione f : X — kY.

Dim. Una direzione ¢ evidente. Supponiamo f : X — Y continuaesia FF C Y
un k-chiuso. Consideriamo un compatto K C X con u : K — X l'inclusione.
Allora fou: K — Y & continua e u~! o f~1(F) & chiuso in K, quindi f~(F)
& k-chiuso, cioe chiuso, in X. O

I risultati che che abbiamo esposto sopra conducono alla definizione di un
funtore
k : Topy, — Cg,

X — kX, f— kf, essendo kf la funzione kf(xz) = f(z), per ogni x € X.
Sia Y un spazio compattamente generato e sia g : ¥ — X un qualunque
funzione continua. Dal diagramma

id

kX

/

si ricava che kg = g & 'unica funzione continua che lo rende commutativo.
Questo fatto stabilisce una biiezione naturale in X,Y

X

kg

Y

¢xy : Hom(E(Y), X) - Hom(Y, kX)
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tra gli insiemi di funzioni continue. £ : Cg — Top, denota il funtore di
inclusione. In altre parole il funtore k& : Top, — Cg & aggiunto a destra
del funtore di inclusione FE, quindi Cg € una sottocategoria coriflessiva di
Top, (1.3.1). k si chiama anche funtore di k-ificazione, prende uno spazio
di Hausdorff e sostituisce la sua topologia con quella dei k-chiusi.

La categoria degli spazi compattamente generati ammette sia limiti che
colimiti. In base al Teorema 1.4.19 i limiti in Cg si ottengono prendendo i
limiti in Top, e poi applicando il funtore k. Per esempio, se X,Y € Cg, allora
il loro prodotto in CG & dato da k(X x Y) = X x* Y. Da quanto precede si
ricava che, per ogni X,Y, Z € CG si ha una biiezione naturale

ay.z : Hom(X x* Y, Z) — Hom(Y, kTop(X, Z)).

Ovvero il funtore X x* (=) : Cg — Cg ¢ aggiunto a sinistra dell’ Hom-
funtore kTop(X,—) : Cg — Cg, esibendo CG come categoria cartesiana
chiusa (1.3.(6)). kTop(X, Z) ¢ la k-ificazione di Top(X, Z).
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2.12 Connessione.

2.12.1 Lemma di incollamento.
E utile avere a disposizione il seguente

Lemma 2.12.1. Sia X uno spazio topologico e sia U = {U; | i € I} un suo
ricoprimento aperto, oppure chiuso e finito. Sia poi {f;: U; =Y | i € I} una
famiglia di funzioni continue con la proprieta che, peri,j € I, si abbia:

UiﬂUj#Q) = fi(.%‘):fj(w),Vl'EUiﬂUj.
Allora esiste un’unica funzione continua f : X =Y, tale che fiy, = fi, Vi € I.

Dim. Se x € X, allora x € U;, per qualche i € I. Poniamo f(x) = fi(x). f &
ben definita per ipotesi. Supponiamo che Y = {U; | i € I} sia un ricoprimento
aperto di X: se V C Y e un aperto, si ha che

V)N = f71(V)

& aperto, cosi come J;c;(f~HV)NU;) = f~1(V). Quindi f & continua. Ana-
logamente nel caso U chiuso e finito. a

2.12.2 Spazi Connessi.

Definizione 2.12.2. Una sconnessione per uno spazio topologico X é una
coppia di aperti non vuoti H, K C X tali che

X=HUK ed HNK-=.

Uno spazio topologico si dice connesso se non ammette sconnessions.

Ad esempio:

e ogni spazio discreto con pi? di un punto e sconnesso,

e [0,1] & connesso.
Infatti: se H, K fosse una sconnessione per [0,1] con 1 € K, poniamo
s = Sup H. Allora s appartiene ad H oppure a K, che sono aperti, ma
ogni intorno di s interseca sia H che K.
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2.12.3 Proprieta generali.

(1)

La connessione si conserva per immagini continue. In particolare, quo-
zienti di spazi connessi sono connessi,

sottospazi di spazi connessi non sono necessariamente connessi.

La chiusura di un sottospazio connesso € ancora connesso.
Infatti: Se A & connesso in X , supponiamo che A = H U K sia una
sconnessione, allora A = (AN H)U (AN K) ¢ una sconnessione.

se X;, i € I & una famiglia di spazi connessi con (),c; X; # 0, allora
Uier Xi € connesso.

Infatti: se Uz‘e ;X; = H U K fosse una sconnessione, allora X; C H
oppure X; C K, per ogni i € I.

Se z € X, la componente connessa di z ¢ il pi? grande sottinsieme
connesso di X che contiene x: le componenti connesse sono chiuse. Inoltre
componenti connesse di punti distinti o coincidono oppure sono disgiunte.
Una componente connessa di X ¢ un sottospazio connesso C' C X che non ¢
contenuto in altro sottospazio connesso.

Uno spazio topologico ¢ totalmente sconnesso se le sue componenti sono i
punti.

()

un prodotto di spazi topologici € connesso se e solo se sono connessi tutti
gli spazi fattore.

Infatti : una direzione discende dalla (1). Se x € [[,.; X, denotiamo
con E la componente connessa z. Proviamo che £ ¢ denso in [[,c; X;
e, pertanto E' = [[;.; X;. Sia

U= 7ri_11(U¢ )N (U;,)

un aperto basico del prodotto. Per ogni k = 1,...,n, fissiamo b;, € U;,
e definiamo

Ek:{xEHXi\xik:bik, k=1,...,n—1,
iel

x;, arbitrario, x; = a; fisso, altrimenti}.
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Allora ciascun Xj;, ¢ omeomorfo a Ey, ExNE, =0, h,k=1,...,n—1.
Allora F = |Jj._; E} ¢ connesso.

(6) R™ & connesso, per ogni n > 0.
Scriviamo R = J,,cn[—n, 7], quindi l'asserto segue da 2.2(3). R™ si puo
pensare come unione di rette (copie di R) per lorigine. L’asserto segue
ancora da 2.2(3).

2.12.4 Spazi Connessi per archi.

Sia X uno spazio topologico e z,y € X. Un cammino, o anche arco, in X
da x ad y ¢ una funzione continua w : [0, 1] — X tale che w(0) = z ed w(1) = y.

Definizione 2.12.3. Uno spazio topologico é connesso per archi se esiste
un arco che congiunge qualunque coppia di suot punti.
Un cappio in X con punto base x é un arco w tale che w(0) = w(1l) = x.

Siha :

e Se X ¢ connesso per archi allora ¢ connesso.
Infatti : la controimmagine di una sconnessione di X sotto un qualunque
arco w sarebbe una sconnesssone per [0, 1].

e La cosiddetta "topologist’s sin curve” C ¢ un esempio di spazio connesso
ma non connesso per archi.

C: {(0,2)| —1<z<1) U{(m,siné)\x>0}

1

0, 0.2 [N

-1
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Definizione 2.12.4. Uno spazio topologico ¢ localmente connesso (per
archi) se ogni suo punto ha una base di intorni connessi (per archi).

Nota 2.12.5. Gli archi si possono sommare, nel senso che segue. Siano

w:0,1] - X, w0)=z,w(l)=y

W01 = X, w(0) =y, w(l) = 2,
due archi in X. Allora, in base al Lemma di Incollamento,

’ w(2t), t €0,
wrw(t) = { W2t —1), teld,

€ un arco che congiunge x con z.

Proposizione 2.12.6. Se X ¢ connesso e localmente connesso per archi,
allora é connesso per archi.

Dim. Sia a € X fissato e sia A I'insieme dei punti di X che sono collegati ad
a da un arco. A & non vuoto poiché a € A. Proviamo che esso & contempora-
neamente chiuso ed aperto.

A & aperto: se b € A, sia U un suo intorno connesso per archi. Allora U C A,
infatti ogni punto ¢ € U & collegato da un arco a b, il quale e collegato ad a.
A & chiuso: se b € A, sia U un suo intorno connesso per archi. Allora esiste
zeUNA, cos% be A

Finalmente A = X, poiche altrimenti A ed A€ fornirebbero una sconnessione
di X. 0

Corollario 2.12.7. Un sottinsieme aperto e connesso di R™ é connesso per
archi.

Se si considera il sottospazio di R dato da [0, 3) U (3, 1], questo & un esem-

pio di spazio localmente connesso per archi, ma non connesso.

Proposizione 2.12.8. Uno spazio X ¢ localmente connesso se e solo se le
componenti degli insiemi aperti sono aperte.
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Dim. Sia X localmente connesso e sia G C X un aperto. Sia C, la componen-
te di un punto x € G. Poiche esiste una base di aperti connessi, allora esiste
un aperto connesso U con x € U C C,.

Viceversa, basta osservare che le componenti costituiscono una base per la
topologia. a

Corollario 2.12.9. Le componenenti di uno spazio localmente connesso sono
chiuse e aperte.

Corollario 2.12.10. Le componenenti di uno spazio localmente connesso e
compatto sono in numero finito.

Teorema 2.12.11. Sia f : X — Y una funzione quoziente. Se X é localmente
connesso anche Y lo é.

Dim. Sia C una componente di Y. Consideriamo f~!(C) e denotiamo C, la
componente di ogni z € f~1(C). Allora f(C,) & connesso e contiene f(z),
quindi f(C,) C Cex € Cp C f~1(C). Poiche C, & aperto, anche f~1(C) &
aperto. Poiche f & funzione quoziente, segue che C' ¢ aperto in Y. O

Corollario 2.12.12. Le immagini continue aperte, o chiuse, di uno spazio
localmente connesso sono localmente connesse.

Teorema 2.12.13. Un prodotto finito di spazi topologici ¢ localmente connesso
(per archi) se e solo se ogni spazio fattore é é localmente connesso (per archi).
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2.13 Omotopia.

2.13.1 La relazione di omotopia.

Siano f,g : X — Y due funzioni continue, un’omotopia tra di esse ¢ una
funzione continua
H: XxI->Y

che verifica le seguenti richieste per ogni x € X:

o H(z,0) = f(x),

o H(z,1) = g(x).
Un’omotopia H tra f e g, scritta anche

H:f~g
si puo riguardare come una famiglia (continua) di funzioni continue
{H: X =Y |te]0,1]},
ove
Hy(x) = H(x,t), Hy(x)= f(z), Hi(z)=g(x), Vre X, tel.

In altre parole, 'omotopia H permette di ”deformare in modo continuo” la
funzione continua f nella funzione continua g.

Da notare che avere una famiglia {H; : X — Y |t € [0, 1]} di funzioni continue
non necessariamente implica 'esistenza di una omotopia.

Siano egp,e1 : X — X x I le funzioni continue definite da
eo(z) = (z,0) ed ei(x)=(z,1), VrelX.
Possiamo allora scrivere che H : f ~gse Hoeg= fed Hoe; =g.

Nota 2.13.1. Sia X uno spazio topologico qualunque. Ogni due funzioni
continue f,g : X — R™ sono omotope. Infatti, basta definire ’omotopia
H: X xI—R" ponendo H(x,t) = (1 —1t)f(x)+ tg(x).
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2.13.2 Propriet? delle omotopie.

(1) l’omotopia é una relazione di equivalenza in ciascun insieme Hom(X,Y).
Infatti:

(a) f~ f, per ogni f: X — Y mediante 'omotopia costante
H(xz,t) = f(z),Vee X,Vt el
(b) f~g = g~ f,infatti se H : f ~ g allora la funzione continua
H™ (z,t) = H(z,1 —t)
€ un’omotopia che connette g ad f.

(¢) f2zgeg~h= f~h
Infatti : se H,G : X x I — Y sono due omotopie

H:frg: X—>Y e G:igxxh: XY,

si puo definire un’omotopia F': X x I — Y, ponendo

H(z,2t), tel0,3]
F(x,t) =
G(z,2t— 1), te[i1]

tale che F': f ~ h. Si usa scrivere F' = H x G.

(2) la relazione di omotopia é compositiva (cfr. Esempi 1.1.2(10)) nel senso
che, date omotopie

Hi:fizgp: X =Y, Hy:foxg:Y =7,

allora c’é un’omotopia K : fao f1 >~ go0g.
Infatti: si ha

fooH : X xI—Z, fooHy: faofi~ faoq,
Hyo(gi xid): X xI —Z, faoHi: faogi ~g20g1,

con
K =(faoHy)*(Hz0 (g1 Xid)): fao f1 >~ geo0g1.
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Nota 2.13.2. Il Corollario 2.8.10, considerato per spazi arbitrari X eY e per
lo spazio localmente compatto I = 1[0,1] fornisce una biiezione naturale

axy : Hom(X x I,Y) — Hom(X,Y?),

ove Y1 = Top(I,Y).
Denotiamo con €, €1 : Y1 — Y le funzioni continue definite da

co(h) = h(0), ei(h) = h(1),

allora un’omotopia H : X x I — Y che connette le funzioni f,g : X — Y
si potra considerare anche come una funzione continua H : X — Y, ove
H = axy(H), tale che

eoofI:f e elofI:g.

Infatti H(z) : I — Y & data da H(x)(t) = H(x,t), per ogniz € X et e I.

Denoteremo nel seguito con HTop la categoria quoziente di Top, rispetto
alla relazione di omotopia. Gli oggetti di HTop sono quindi tutti gli spazi
topologici, mentre un morfismo, scritto [f] : X — Y, € la classe di omotopia
della funzione continua f : X — Y. Si usa scrivere

HOIHHTOP(X, Y) = [X7 Y].
C’¢ un funtore canonico da Top nella sua categoria omotopica HTop
H :Top - HTop, X w— X, fIf]

Teorema 2.13.3. Sia X uno spazio topologico, x,y,z € X. Siano w,w’ archi
dax ady e,y archiday ad z. Sew ~w' edy~+~, allora wx~y ~w *~.

Dim. Siano date omotopie
Fiwo~d e G:yx~y.

Definiamo
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e notiamo che si ottiene una famiglia di archi Hy : I — X, t € I, data da

| Fy(2s), s € [0, l]
Hils) = { Gi(2s—1), s¢€ [%’21]

ciascuno dei quali ¢ la composizione di archi F; x Gy.
Allora H e continua per il Lemma di incollamento e si ha

[ F(25,0) = w(2s), s €0, 3]
H(s’o)_{ G(2s—1,0)=v(2s—1), se[i 1]
e
[ F(2s,1) = w'(2s), s €0, 3]
H(s,1) —{ G2s—1,1) = (25— 1), sel[b1]
quindi & un’omotopia H : w * vy ~ w’' x~/. O

Definizione 2.13.4. Due spazi topologici X ed Y sono omotopicamente equi-
valenti (oppure hanno lo stesso tipo di omotopia) se esistono due funzioni
continue

f: X —=>Y eg:Y — X tali che

gof~idy ed fog~idy.

In tal caso f si dice una equivalenza omotopica e g ¢ una sua inversa omo-
topica. Si noti che, se gi,g2 sono entrambe inverse omotopiche di f, allora
g1 = go. Le equivalenze omotopiche definiscono gli isomorfismi della categoria
HTop.

Due spazi topologici hanno lo stesso tipo di omotopia se esiste una equiva-
lenza Homotopica tra di essi. il tipo di omotopia € una relazione di equivalenza
nella classe degli spazi topologici.

Spazi omeomorfi hanno lo stesso tipo di omotopia.
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2.13.3 Omotopia relativa.

Sia A C X un sottinisieme di X e f,g : X — Y due funzioni continue che
coincidono su A, ovvero f(a) = g(a), Va € A. Un’omotopia H : f ~ g & una
omotopia relativa ad A se H(a,t) = f(a) = g(a), Vt € I, Ya € A. In
questo caso le funzioni continue di deformazione H; sono tutte stazionarie su
A. Si scrive

H: f~g,rel A

Anche 'omotopia relativa & una relazione di equivalenza.

2.13.4 HEP e HLP.

Sia (X, A) una coppia di spazi topologici e denotiamo con i : A C X I'immer-
sione.

Definizione 2.13.5. (X, A) ha la proprieta di estensione delle omotopie
HEP rispetto ad uno spazio Y se, data una omotopia G che inizia in foi, esiste
una omotopia H che inizia in f ed estende G nel senso che H o (i x id) = G.

ey : X = X x I éla funzione continua definita da eff (z) = (z,0).

Se (X, A) ha la HEP rispetto a tutti gli spazi topologici, allora il diagramma
precedente ¢ un push-out debole (senza unicita nella proprieta universale).
In questo caso i: A — X si chiama una cofibrazione di Hurewicz.

Definizione 2.13.6. Una funzione continua p : E — B ha la proprieta di
sollevamento delle omotopie HLP rispetto ad uno spazio Y se, data una
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omotopia G che inizia in p o g, esiste una omotopia H che inizia in g e che
solleva G, nel senso che p! o H =G.

Y
G
\
p—" Cp
g leE JGB
0 0

E P B

¢ un pull-back debole (senza unicit? nella propriet? universale), per ogni spa-
zio Y.

Qul la funzione continua p' : ET — B! ¢ data da pl(h) =poh.

Se p ha la HLP rispetto a tutti gli spazi topologici, allora il diagramma prece-
dente é un pull-back debole (senza unicita nella proprieta universale). In
questo caso p: E — B si chiama una fibrazione di Hurewicz.

Un risultato di grande importanza della Topologia Algebrica ¢ il seguente

Teorema 2.13.7. Sia f: X — Y wuna funzione continua di spazi topologici.
Esistono decomposizioni:

e f=poi, ovei éuna cofibrazione e p é una equivalenza omotopica,
o f=poi, ovei & una equivalenza omotopica e p é una fibrazione.

im. Diamo indicazion r rim rmazione. Si consideri il dia-
D Diamo indicazione solo per la a affermazione. Si consideri il dia
gramma di pushout

Y — 2 M(f)

che definisce il cosiddetto cilindro (mapping cylinder) su f. Poiche ¢ com-
mutativo anche il diagramma
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X x I

fl lfw

y Y

esiste un’unica funzione continua py : M(f) — Y tale che
pfomy=foox e ppojr=1x.

Posto iy = 7y o e{( si ottiene f = pyoiy. Rimane da provare che iy ¢ una
cofibrazione e py ¢ una equivalenza omotopica (esercizio). O

2.13.5 1l gruppoide fondamentale I1(X,Y).

Consideriamo l'insieme Hom(X,Y’) delle funzioni continue X — Y. Suppo-
niamo che siano date due omotopie F,G : X x I =Y

F:f~g G:g>~h.

Abbiamo gia visto che si puo ottenere un’omotopia da f a h, ponendo

[ F(x,2t), tel
(F* G)(z,t) = { Gz, 2t —1), te]

=

3]
1

|-

N[ —

Sia ora una terza omotopia H : h ~ k : X — Y. La costruzione predente
fornisce due omotopie

(F«G)xH, Fx(G*xH): f~E.
In dettaglio:
F(z,4t), tel0,1]

(F+G)«H)(z,t) =4 G(z,4t—1), tel[i 1]

H(z,2t—1), te[3,1]
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ed
F(z,2t), te[0,4]
(Fx(GxH))(z,t) =< G(x,4t—2), te€ [%,%] ,
H(z, 4t —3), te[3,1]
ovvero le due omotopie composte sono distinte come funzioni, dipendendo tale
fatto dalle diverse decomposizioni dell’intervallo I che si adoperano. Quindi

la composizione/addizione ”*” di omotopie non & associativa.

Definiamo ora una funzione continua x : X x I? = (X x I) x I — Y nel
modo che segue

F(x, 7%), s € [0, &1
t+1 142

x(z,s,t) =< Gz,d4s—t—1), se [ 12
H(z, £:22), s € [H2 1]

1) x(z,s,0) = [(F * G) x H|(z, 5),
x(@,8,1) = [Fx (G + H)l(, 5),

3) x(z,0,t) = f(z), Vtel,
x(x,1,t) =

z,s,1

x,1,t) =k(z), Vtel.

Allora: x € una funzione continua, di fatto una omotopia che collega le
funzioni continue, (F x G)* H, F'x (G+x H): X x I — Y e che, inoltre, tiene
fisse la funzione iniziale f e quella finale g, nel senso delle (3) e (4) sopra.
Abbiamo ottenuto che (F' xG) x H, F % (G * H) sono omotope, relativamente
ad f e g. Quindi

[(F+«G)«H]=[F=x(GxH),
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7*” & associativa a meno di omotopia.

cioe 'operazione
Definizione 2.13.8. Denoteremo con II(X,Y") la categoria piccola avente per
oggetti tutte le funzioni continue X — Y e dove un morfismoa : f = ¢g: X —
Y & una classe di omotopia (relativa, nel senso detto) o = [H|, con H : f ~ g.
a si dice anche un track da f a g.

La composizione in I1(X,Y") é definita come segue: se

a=H],H: f~g: X—>Y, e p=[K|,K:g~h:X =Y,
allora B o a = [H x K|. Tale composizione é ben definita per quanto sopra.

Sinoti che, se f: X — Y e 1y ¢ 'omotopia identica di f allora, ogni track
a=[H]:f=g:X — Y & invertibile con inverso a ! = [H]: f = ¢g: X —
Y
II(X,Y) ¢ il gruppoide fondamentale della coppia X,Y.

E importante notare che I'insieme delle funzioni continue tra due spazi to-
pologici ammette, per quanto visto, una struttura topologica, con la topologia
compatta aperta, ed anche una struttura algebrica di gruppoide. Questo fatto
lascia intravedere una parte della Matematica molto importante, quella delle
” categorie arricchite”.

2.13.6 Il gruppo fondamentale (X, x).

Con le notazioni precedenti: nel caso in cui X = {x} sia l'oggetto finale di
Top, e interessante notare che:

e si ha Top(*,Y) =Y. Presi due elementi z,y : *x — Y, un’omotopia che
li collega ¢ allora un arcow : I =1 X *x = Y,

o II(Y) =1II(+,Y) ¢ il gruppoide fondamentale dello spazio Y. I suoi
oggetti sono gli elementi di Y ed i suoi morfismi sono i track [w] : x = v,
cioe le classi di omotopia (relativa) di archi con punto iniziale x e punto
finale y.
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e c’e un funtore gruppoide fondamentale
IT: Top - Gpd, Y —II(Y),
definito su una funzione continua f :Y — Z come

I(f) - I(Y) = 1(2), T(f)(x) = f(z), T(f)lw] =[feow]

Si noti che dalla definizione segue che se f,g:Y — Z sono due funzioni
omotope, allora II(f) = II(g), infatti [f o w] = [g o w].

Definizione 2.13.9. Sia yp € Y. Denotiamo con m1(Y,yo) il sottogruppoide
di TI(Y') con il solo oggetto yo.

Si ha:

e m1(Y,y0) & un gruppo: il gruppo fondamentale o il primo gruppo
di omotopia di Y, con punto base y,

e ¢gli elementi sono le classi di omotopia di cappi basati su vy,

e l'operazione in m1 (Y, yp) € quella data da
[w] - W] = [w* ]
In generale, se yg e y1 sono due punti distinti di Y, i gruppi fondamentali
m1(Y,yo) e m1 (Y, y1) sono pure distinti. Si ha pero :

Teorema 2.13.10. Se Y ¢é connesso per archi m(Y,y0) e m1(Y,y1) sono
isomorfi.

Dim. Sia w: I — Y un arco che collega yo con y; e sia w™ l'arco in direzione
opposta, cioe w™(t) = w(l —t), YVt € I. Se v & un cappio basato su yg si ha
che w™ *x vy *w € un cappio basato su y;. Definiamo la funzione

A:ﬂ'l(Y7y0) _>7Tl(}/ay1)7 A([’YD - [wi*’y*w]'

e A ¢ ben definita. Segue subito dal Teorema 2.11.3.
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e A ¢ un omomorfismo.
Infatti:

AV - YD) = A(lyA]) = [w™ xyxy *w] =

=lwTxyrwrw kY xw] =[w xyrw] W xY *w] =
= A(D([YD)-

e A & biiettiva.
Infatti: se 0 : I — Y & un cappio basato su y; allora w*o*w™ &, a meno
di omotopie, I'unico cappio basato su yg tale che A([w *x o *xw™]) = [o].

O

Quindi per uno spazio Y connesso per archi si puo parlare del suo gruppo
fondamentale 71 (Y") senza specificare il punto base.

Se (X,z0) e (Y,yo) sono due spazi puntati, cioé con due punti base
selezionati, una funzione continua di spazi puntati f : (X,z9) — (Y,y0) €
una funzione continua f : X — Y tale che f(z9) = yo (¢’ una categoria Top*
degli spazi puntati e funzioni continue che conservano il punto base). Si estende
facilmente al caso di spazi puntati il concetto di equivalenza omotopica. Da
notare che una omotopia di funzioni continue di spazi puntati non ¢ altro che
un’omotopia relativa al punto base.

Teorema 2.13.11.

(1) Una funzione continua f : (X,z9) — (Y, yo) induce un omomorfismo
m1(f) : (X, o) = m1 (Y, vo)-
(2) Se f,g9:(X,z0) — (Y,y0) sono omotope, allora m1(f) = m1(g).
Dim.
(1) Sey:I — X & un cappio basato su g, basta porre

m () = [f el
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Per provare che 7;(f) ¢ un omomorfismo :
siano w, 7y due cappi basati su g e consideriamo f o (w * ) che & un
cappio basato su yp. Si ha :

_ [ fw@), e
(folwxy)(t) = { f(y(2t—-1)), te]

= O
— N[

pertanto f o (w*7) = (fow) * (f o).

(2) Se f e g sono omotope, allora

T (f)([V]) = [f el =[go]=m(g9) (7).

Da quanto ora visto si possono trarre le seguenti conseguenze:

e Si ¢ di fatto definito un funtore

m : Top® = Gr, (X,z0) = m(X,20), fr m(f).

e Se (X,zp) e (Y,yo) sono omotopicamente equivalenti, i loro gruppi fon-
damentali sono isomorfi.

Si noti che 7 puo anche essere considerato come funtore dalla sottocate-
goria di Top degli spazi connessi per archi alla categoria dei gruppi Gr.

Definizione 2.13.12. Uno spazio topologico X si dice contraibile quando
ha il tipo di omotopia di uno spazio puntiforme.

Poicheé uno spazio puntiforme ha gruppo fondamentale banale, lo stesso
vale per tutti gli spazi contraibili. Ad esempio il disco D? si puod contrarre
al suo centro, pertanto & m(D?) = {0}. Se perd "buchiamo” D? al centro si
ottiene che lo spazio rimanente & omotopicamente equivalente ad S! il quale
ha gruppo fondamentale ciclico infinito, cioe Z.

Come applicazione di quanto visto, possiamo affermare che S' non & re-
tratto di D?, cioé non esiste alcuna retrazione D? — S* (1.1.3). Infatti, se ne
esistesse una, diciamo r : D? — S si avrebbe
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ovvero la commutativita del primo diagramma implicherebbe la commutati-
vita del secondo. In generale S™ non & retratto di D"+1.

Come conseguenza di questo fatto si ottiene il Teorema di punto fisso di
Brower:

Teorema 2.13.13. Ogni funzione continua f : D*> — D? ha un punto fisso,
cioé esiste & € D? tale che f(x) = x.

Dim. Se f(x) # x per ogni € D?, sia r(x) il punto in cui la retta per = ed
f(z) interseca S. Allora r : D? — S! sarebbe una retrazione. O



Indice analitico

Hom-funtore contravariante, 7 cocono naturale, 40
Hom-funtore covariante, 7 coegualizzatore, 43

cofibrazione di Hurewicz, 131
aggiunto a destra, 24 colimite di un diagramma, 40
aggiunto a sinistra, 24 compattificazione di Stone-Cech, 113
aggiunzione, 23 componente connessa, 123
aperti di una topologia, 60 componente di un gruppoide, 21

associativa a meno di omotopia, 135  composizione di aggiunti, 29
cono colimite, 40

cono limite, 38

cono naturale, 38
conservazione deilimiti, 52
coprodotto categoriale, 42
coriflettore, 54

counita di aggiunzione, 26

base di intorni, 66
base di una topologia, 69
bimorfismo, 4, 62

cammino / arco, 124
cappio, 124
categoria, 1
categoria completa, 39, 41 decomposizione, 81
categoria concreta, 8 derivato, 67
categoria cowell-powered, 5 diagramma, 37
categoria degli spazi puntati, 137

categoria finitamente completa, 39, 41 egualizzatore, 36

categoria omotopica, 129 epimorfismo, 4

categoria opposta o duale, 2 epimorfismo estremale, 4
categoria quoziente, 4 equivalenza di categorie, 18
categoria well-powered, 5 equivalenza omotopica, 130
chiusi di una topologia, 61

chiusura di un sottinsieme, 62 fibrazione di Hurewicz, 132
cilindro di una funzione, 132 funtore contravariante, 7

140



INDICE ANALITICO

funtore covariante, 5

funtore denso, 19

funtore di completa regolarizzazione,
105

funtore di k-ificazione, 121

funtore fedele, 8

funtore gruppoide fondamentale, 136

funtore pienamente fedele, 8

funtore pieno, 8

funtore rappresentabile, 14, 17

funzione di valutazione, 12

funzione aperta, 75

funzione chiusa, 75

funzione di valutazione, 117

gruppo fondamentale, 136
gruppoide, 21
gruppoide fondamentale, 135

identificazione Tq, 91

identificazione T+, 94

identificazione T, 99

immersione di Yoneda contravariante,
16

immersione di Yoneda covariante, 18

immersione topologica, 62

incollamento, 82

insieme diretto, 87

insieme preordinato, preordine, 3

interchange law, 9

interno di un sottinsieme, 63

intorno di un punto, 65

isomorfismo, 4

isomorfismo naturale, 8

k-aperto, 119

141

k-chiuso, 119

Lemma di incollamento, 122
Lemma di Urisohn, 106
limite di un diagramma, 38

metrica, 67

metrica usuale su R", 68
monomorfismo, 4
monomorfismo estremale, 4
morfismo F-couniversale, 23
morfismo G-universale, 23

naturalita, 24

oggetto finale, 36

oggetto inziale, 43

oggetto quoziente, 5

omeomorfismo, 62

omotopia, 127

omotopia relativa, 131

operatore di chiusura di Kuratowski,
63

Principio di Dualita , 2

prodotto categoriale, 35

prodotto libero, 44

propriet? della intersezione finita, 110

proprieta di estensione delle omotopie
HEP, 131

proprieta di sollevamento delle omoto-
pie HLP, 131

pseudo metrica, 91

pull-back, 35

pull-back debole, 132

punto base, 136

punto di acuumulazione, 87



142

push-out, 42

relazione compositiva, 3

relazione di equivalenza generata da,
44

rete, 87

retrazione, 4

ricoprimento aperto, 107

riflettore, 54

sconnessione, 122

separa i punti, 76

separa i puntidai chiusi, 76
sezione, 4

simmetrizzazione, 94
sottinsiemne denso, 97
sottobase di una topologia, 71
sottocategoria, 2

sottocategoria A-coriflessiva, 55
sottocategoria A-riflessiva, 55
sottocategoria coriflessiva, 54
sottocategoria isochiusa, 54
sottocategoria piena, 2
sottocategoria riflessiva, 54
sottoggetto, 5

sottorete, 87

sottospazio, 61

spazi metrizzabile, 69

spazio compattamente generato, 119
spazio completamente regolare, 102
spazio connesso per archi, 124
spazio contraibile, 138

spazio di decomposizione, 81
spazio di Hausdorff, 94

spazio di identificazione, 81
spazio metrico, 67

INDICE ANALITICO

spazio normale, 106

spazio quoziente, 78

spazio simmetrico, 93

spazio topologico, 60

spazio totalmente sconnesso, 123
star product, 9

Teorema di cocompletezza, 51
Teorema di completezza, 46
Teorema di Tychonoff, 112

tipo di omotopia, 130

topologia, 60

topologia compatta-aperta, 116
topologia finale oforte, 78
topologia generata da, 71
topologia indiscreta, 61

topologia iniziale o debole, 73
topologia meno fine, 67

topologia pi? fine, 67

topologia prodotto o di Tychonoff, 74
topologia quoziente, 78

topologia relativa, 61

topologia usuale su R", 68
topologicamente indistinguibili, 93
track, 135

trasformazione naturale, 8
trasformazione naturale inversa, 10
Tube lemma, 109

unita di aggiunzione, 24



Indice analitico

Hom-funtore contravariante, 7 cocono naturale, 40
Hom-funtore covariante, 7 coegualizzatore, 43

cofibrazione di Hurewicz, 131
aggiunto a destra, 24 colimite di un diagramma, 40
aggiunto a sinistra, 24 compattificazione di Stone-Cech, 113
aggiunzione, 23 componente connessa, 123
aperti di una topologia, 60 componente di un gruppoide, 21

associativa a meno di omotopia, 135  composizione di aggiunti, 29
cono colimite, 40

cono limite, 38

cono naturale, 38
conservazione deilimiti, 52
coprodotto categoriale, 42
coriflettore, 54

counita di aggiunzione, 26

base di intorni, 66
base di una topologia, 69
bimorfismo, 4, 62

cammino / arco, 124
cappio, 124
categoria, 1
categoria completa, 39, 41 decomposizione, 81
categoria concreta, 8 derivato, 67
categoria cowell-powered, 5 diagramma, 37
categoria degli spazi puntati, 137

categoria finitamente completa, 39, 41 egualizzatore, 36

categoria omotopica, 129 epimorfismo, 4

categoria opposta o duale, 2 epimorfismo estremale, 4
categoria quoziente, 4 equivalenza di categorie, 18
categoria well-powered, 5 equivalenza omotopica, 130
chiusi di una topologia, 61

chiusura di un sottinsieme, 62 fibrazione di Hurewicz, 132
cilindro di una funzione, 132 funtore contravariante, 7

143



144

funtore covariante, 5

funtore denso, 19

funtore di completa regolarizzazione,
105

funtore di k-ificazione, 121

funtore fedele, 8

funtore gruppoide fondamentale, 136

funtore pienamente fedele, 8

funtore pieno, 8

funtore rappresentabile, 14, 17

funzione di valutazione, 12

funzione aperta, 75

funzione chiusa, 75

funzione di valutazione, 117

gruppo fondamentale, 136
gruppoide, 21
gruppoide fondamentale, 135

identificazione Tq, 91

identificazione T+, 94

identificazione T, 99

immersione di Yoneda contravariante,
16

immersione di Yoneda covariante, 18

immersione topologica, 62

incollamento, 82

insieme diretto, 87

insieme preordinato, preordine, 3

interchange law, 9

interno di un sottinsieme, 63

intorno di un punto, 65

isomorfismo, 4

isomorfismo naturale, 8

k-aperto, 119

INDICE ANALITICO

k-chiuso, 119

Lemma di incollamento, 122
Lemma di Urisohn, 106
limite di un diagramma, 38

metrica, 67

metrica usuale su R", 68
monomorfismo, 4
monomorfismo estremale, 4
morfismo F-couniversale, 23
morfismo G-universale, 23

naturalita, 24

oggetto finale, 36

oggetto inziale, 43

oggetto quoziente, 5

omeomorfismo, 62

omotopia, 127

omotopia relativa, 131

operatore di chiusura di Kuratowski,
63

Principio di Dualita , 2

prodotto categoriale, 35

prodotto libero, 44

propriet? della intersezione finita, 110

proprieta di estensione delle omotopie
HEP, 131

proprieta di sollevamento delle omoto-
pie HLP, 131

pseudo metrica, 91

pull-back, 35

pull-back debole, 132

punto base, 136

punto di acuumulazione, 87



INDICE ANALITICO

push-out, 42

relazione compositiva, 3

relazione di equivalenza generata da,
44

rete, 87

retrazione, 4

ricoprimento aperto, 107

riflettore, 54

sconnessione, 122

separa i punti, 76

separa i puntidai chiusi, 76
sezione, 4

simmetrizzazione, 94
sottinsiemne denso, 97
sottobase di una topologia, 71
sottocategoria, 2

sottocategoria A-coriflessiva, 55
sottocategoria A-riflessiva, 55
sottocategoria coriflessiva, 54
sottocategoria isochiusa, 54
sottocategoria piena, 2
sottocategoria riflessiva, 54
sottoggetto, 5

sottorete, 87

sottospazio, 61

spazi metrizzabile, 69

spazio compattamente generato, 119
spazio completamente regolare, 102
spazio connesso per archi, 124
spazio contraibile, 138

spazio di decomposizione, 81
spazio di Hausdorff, 94

spazio di identificazione, 81
spazio metrico, 67

145

spazio normale, 106

spazio quoziente, 78

spazio simmetrico, 93

spazio topologico, 60

spazio totalmente sconnesso, 123
star product, 9

Teorema di cocompletezza, 51
Teorema di completezza, 46
Teorema di Tychonoff, 112

tipo di omotopia, 130

topologia, 60

topologia compatta-aperta, 116
topologia finale oforte, 78
topologia generata da, 71
topologia indiscreta, 61

topologia iniziale o debole, 73
topologia meno fine, 67

topologia pi? fine, 67

topologia prodotto o di Tychonoff, 74
topologia quoziente, 78

topologia relativa, 61

topologia usuale su R", 68
topologicamente indistinguibili, 93
track, 135

trasformazione naturale, 8
trasformazione naturale inversa, 10
Tube lemma, 109

unita di aggiunzione, 24



146 INDICE ANALITICO

BIBLIOGRAFIA

1. R. Brown, Topology and Groupoids, https://groupoids.org.uk/pdffiles/topgrpds-
e.pdf

2. J. Dugundji, Topology (Allyn and Bacon, 1966)

3. H. Herrlich, G. Strecker, Category Theory (Allyn and Bacon, Boston, 1973)

4. S. Mac Lane, Categories for the Working Mathematician (Springer, New
York, 1998)

5. S. Willard, General Topology (Addison-Wesley, 1970)

6. https://ncatlab.org/nlab/show/topology

7. https://ncatlab.org/nlab/show /category-+theory



